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919. 


Mécanique. — Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments 


linéaires des divers ordres. 


C.R., T. XXXVI, p. 75 (10 janvier 1853). 


J'ai développé, depuis plus d’un quart de siècle, non seulement 
dans mes Exercices de Mathématiques, mais aussi dans mes Leçons 
données à l’École Polytechnique et à la Faculté des Sciences, la 
théorie des moments linéaires. Comme j'en ai fait la remarque, cette 
théorie se lie intimement, d’un côté, à la théorie des moments des 
forces, pris par rapport à un point fixe, et représentés par des sur- 
faces planes, de l’autre, à la théorie des couples établie par M. Poinsot. 
Elle à d’ailleurs, l'avantage de s’appliquer non seulement aux forces, 
mais encore à toutes les quantités qui ont pour mesure des longueurs 
portées sur des droites dans des directions déterminées, par exemple 
aux vitesses et aux quantités de mouvement. Il en résulte qu’elle peut 
être très utilement employée dans la détermination du mouvement 
d’un système de points matériels, et en particulier dans la déter- 
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mination des deux mouvements de translation et de rotation d’un 
corps solide. D'ailleurs, les théorèmes auxquels on est alors conduit 
s’énoncent plus facilement, lorsqu’avec MM. Mæœbius et Saint-Venant 
on appelle somme géométrique de deux longueurs données une troi- 
sième longueur représentée en grandeur et en direction par la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux premières. Entrons à 
ce sujet dans quelques détails. 

Considérons d'abord un point mobile rapporté à trois axes fixes 
qui partent d’une même origine O, et soit P la position de ce point 
au bout du temps £. Si l’on attribue à 4 un accroissement infiniment 
petit A, le rayon vecteur OP, considéré comme une quantité géo- 
métrique, recevra un accroissement correspondant, et le coefficient 
de At sera, dans l'accroissement du rayon vecteur, ce qu’on nomme 
la vitesse, dans l'accroissement de la vitesse ce qu’on nomme l'accéle- 
ration. Dans la Mécanique, on est généralement convenu d’attribuer 
cette accélération à une cause du mouvement appelée force accéle- 
ratrice, et l’on prend, pour mesure de cette force, l'accélération 
même. Cette substitution de la force à l'accélération est d’ailleurs 
sans inconvénient, et ne saurait être objectée aux géomètres par 
ceux qui seraient tentés d'élever des doutes sur les résultats du 
calcul; car on démontre que le système de deux forces appliquées 
à un point mobile peut être remplacé par leur somme géométrique, 
et l'expérience prouve que les accélérations, attribuées à des forces 
diverses, s'ajoutent géométriquement. Ainsi, par exemple, l’accéléra- 
tion d’un astre placé en présence de deux autres est la somme géo- 
métrique des accélérations attribuées à des forces attractives émanant 
de ces derniers. 

D'après ce qu’on vient de dire, la force ou l'accélération est, par 
sa nature, aussi distincte de la vitesse que celle-ci du rayon vecteur 
mené de l’origine au point mobile. Si quelquefois on a désigné la 
vitesse sous le nom de force d’impulsion, cela tient à ce qu'en Analyse 
il peut être commode de représenter une grandeur par une autre 
d'une nature toute différente, par exemple une force par une lon- 


Far 
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gueur, ou réciproquement une longueur par une force. Mais il vaut 
mieux, ce semble, afin de prévenir toute espèce d’équivoque, éviter 
de substituer les prétendues forces d’impulsion ou les couples d’im-- 
pulsion aux vitesses elles-mêmes ou aux moments linéaires de ces 


# 


_vitesses. 


Revenons au point mobile P. Pendant qu'il se meut dans l’espace, 
le rayon vecteur OP décrit une surface conique. Construisons une 
courbe dont l'arc soit proportionnel à l'aire décrite par le rayon vec- 
teur, la tangente menée par l'extrémité S de cet arc étant perpendi- 
culaire au plan qui touche le cône suivant le rayon vecteur. Le point 
mobile S sera celui qu'on peut nommer, en se servant d’une épithète 
introduite dans la science par M. Binet, le curseur aréolaire. D'ailleurs 
la vitesse de ce curseur ou la wtesse aréolaire sera proportionnelle au 
moment linéaire de la vitesse du point P, et l'accélération du point S 
ou l'accélération aréolaire sera proportionnelle au moment linéaire de 
l'accélération du point P. Dans mes Leçons de 1849, à la Faculté des 
Sciences, j'ai supposé que le rapport entre l'arc aréolaire et l'aire 
décrite par le rayon vecteur se réduisait à l'unité. Alors la vitesse 
aréolaire ne diffère pas en intensité de celle que M. Binet a désignée 
sous ce nom, c’est-à-dire de la vitesse avec laquelle croît l'aire décrite 
par le rayon vecteur. Si le rapport de l'arc à cette aire devient égal à 2, 
la vitesse et l'accélération aréolaires seront précisément les moments 
linéaires de la vitesse et de l’accélération du point mobile P. 

Tandis que le point mobile P se déplace dans l’espace, la projection 
orthogonale ou même oblique de ce point sur un plan ou sur un axe 
se déplace pareillement, et le déplacement de cette projection n’est 
autre chose que la projection du déplacement du point P. De cette 
seule remarque il suit immédiatement que la vitesse et l'accélération 
du point projeté sont les projections de la vitesse et de l'accélération du 
point donne. 

Plus généralement, si deux points se meuvent simultanément dans 
l’espace, le déplacement absolu du second sera la somme géométrique 
qu’on obtient en ajoutant au déplacement absolu du premier le dépla- 
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cement apparent du second vu du premier. Donc aussi la vitesse absolue 
et l'accélération absolue du second point seront les sommes géométriques 
qu'on obtient quand, à la vitesse ou à l'accélération absolue du premier 
point, on ajoute la vitesse ou l'accélération apparente du second point vu 
du premier. 

Enfin, lorsqu'un point mobile P se déplace dans l’espace, si l’on 
mène par ce point et par un certain axe RS un plan PRS, ce plan se 
déplacera lui-même avec le temps, et, pendant un instant infiniment 
petit A7, il décrira autour de l’axe RS un certain angle. Le coefficient 
de A4, dans la valeur de cet angle, sera ce qu’on peut appeler la vitesse 
angulaire du plan mobile autour de l'axe RS. On obtiendra cette 
vitesse angulaire en divisant la projection de la vitesse du point P 
sur une perpendiculaire au plan PRS par la distance du point P à 
l'axe RS. 

Jusqu'ici, nous avons fait abstraction de la nature des corps et des 
points matériels. Alors, comme on l’a dit, l'accélération que produit 
une force appliquée à un point matériel peut servir de mesure à cette 
force, nommée, pour cette raison, accélératrice. Mais l'expérience 
démontre que l'effet produit, dans le cas d’équilibre ou de mouve- 
ment, par une force appliquée à un point matériel, est tout à la fois 
proportionnel à l'accélération et à un certain coefficient appelé masse, 
qui dépend de la nature du point mobile. Donc, lorsqu'on veut avoir 
égard à la masse, on doit prendre pour mesure de la force le produit 
de la masse par l'accélération. On obtient de cette manière ce qu’on 
nomme la force motrice. : 

Considérons maintenant un système de points mobiles libres ou 
assujettis à des liaisons quelconques. En vertu du principe de d’Alem- 
bert, le système des forces appliquées à ces points devra être équi- 
valent au système des forces motrices qui ont pour mesure les pro- 
duits de leurs masses par leurs accélérations; et, pour obtenir les 
diverses équations du mouvement, il suffira de joindre à cette pro- 
position le principe des vitesses virtuelles. Si les liaisons données 
permettent de prendre successivement pour mouvements virtuels des 
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mouvements quelconques de translation ou de rotation communs aux 
divers points, par exemple des mouvements effectués parallèlement 
aux axes coordonnés ou autour de ces mêmes axes, la considération 
de ces mouvements fournira six équations entre les deux systèmes de 
forces ci-dessus mentionnés. D'ailleurs, ces six équations pourront. 
être remplacées par deux équations géométriques, exprimant que la 
somme géométrique des forces et la somme géométrique de leurs moments 
linéaires, en d’autres termes, LA ‘FORCE PRINCIPALE et le MOMENT PRINCIPAL 
restent les mêmes dans les deux systèmes. Ajoutons qu'il faut bien se 
garder de confondre le moment principal qui se rapporte aux forces, 
et qu'on pourrait appeler le moment dynamique, avec le moment prin- 
cipal qui se rapporte aux quantités de mouvement, c’est-à-dire aux 
vitesses multipliées par les masses, et qu’on pourrait appeler le m0- 
ment cinématique. De ces deux moments, le premier est la dérivée du 
second, prise par rapport au temps; tout comme la somme géomé- 
trique des forces motrices est la dérivée de la somme géométrique 
des quantités de mouvement. 

Les deux équations géométriques ici indiquées continuent de sub- 
sister, lorsque, dans chacune d’elles, on remplace les diverses quan- 
tités géométriques par leurs projections algébriques sur un même 
axe; et, en prenant successivement pour cet axe chacun des axes 
coordonnés, on est immédiatement ramené aux six équations con- 
nues, qui se trouvent ainsi établies dans le cas même où les axes 
cessent d’être rectangulaires. . 

Concevons à présent qu'après avoir multiplié la masse de chacun 
des points matériels donnés par la quantité géométrique qui repré- 
sente le rayon vecteur mené de l'origine à ce point, ou par sa dérivée 
du premier ou du second ordre, c’est-à-dire, en d’autres termes, par 
la vitesse du point ou par son accélération, on ajoute entre eux les 
produits ainsi formés; on obtiendra un rayon vecteur moyen, où une 
vitesse moyenne, où une accélération moyenne. Or l'extrémité du rayon 
vecteur moyen sera précisément ce qu’on appelle le centre des moyennes 


distances, ou centre d'inertie, et la vitesse moyenne, ainsi que l’accélé- 
ORuvrë de C.— S.I,t. XII. È 
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ration moyenne, ne seront autre chose que la vitesse et l’accélération 
de ce même centre. Il y a plus : si, dans les produits dont il s’agit, on 
substitue aux rayons vecteurs, aux vitesses et aux accélérations leurs 
moments linéaires, ou, en d’autres termes, si l’on substitue à chacun 
des points donnés le curseur aréolaire qui lui correspond, alors, à la 
place du centre d'inertie, on obtiendra ce qu’on peut appeler le centre 
aréolaire. Cela posé, les deux équations géométriques ci-dessus indi- 
quées montrent que le centre d'inertie se meut comme si toutes les 
forces motrices lui étaient appliquées, et le centre aréolaire comme 
un point auquel on appliquerait à chaque instant, non plus les forces 
motrices données, mais d’autres forces représentées par les moments 
linéaires des premières. 

Dans le cas particulier où la somme géométrique des forces appli- 
quées s’évanouit, ainsi que la somme géométrique de leurs moments 
linéaires, le centre d'inertie du. système des points donnés est animé 
d'une vitesse constante et constamment dirigée suivant la même droite ; 
en d’autres termes, Le centre d'inertie a un mouvement uniforme, et l’on 
peut en dire autant du centre aréolaire. 

Je viens de rappeler les principes généraux sur lesquels il parait 
convenable de s’appuyer pour résoudre les problèmes de la Méca- 
nique. Ces principes, que j'ai développés en 1849, dans mes Leçons 
à la Faculté des Sciences, et qui sont même en grande partie ceux 
qu'à l'École Polytechnique je présentais, il y a plus d’un quart de 
siècle, comme devant servir de base à la Mécanique, résument en 
quelque sorte, sous une forme simple et lumineuse, non seulement 
les théories exposées dans les Mémoires ou les Ouvrages d’Euler, de 
Lagrange, de d’Alembert, etc., mais encore les recherches plus récem- 
ment publiées sur ce sujet, soit dans la Mécanique de Poisson, soit dans 
les Ouvrages de divers auteurs, particulièrement de MM. Poinsot, 
Binet, Coriolis, Mœbius, Saint-Venant, etc. On peut d’ailleurs, dans 
l'application de ces principes à la solution définitive des problèmes, 
recourir utilement à la considération des moments linéaires des divers 
ordres dont je vais donner une idée en peu de mots. 
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Un point fixe O étant pris pour centre des moments, considérons 
une longueur AB qui, partant d’un autre point A, aboutisse au 
point B; et, après avoir construit le moment linéaire OK de la lon- 
gueur AB, menons par le point À une droite AC égale et parallèle 
à OK, puis une droite AD égale et parallèle au moment linéaire 
de AC; etc. Les moments linéaires successifs des longueurs AB, AC, 
AD, ... seront, à l'égard de la longueur AB, ce que nous nommerons 
les moments linéaires du premier, du second, du troisième, ... ordre. 
Comme je l’expliquerai dans un autre article, l'usage de ces moments 
linéaires conduit très promptement aux formules qui déterminent le 
double mouvement de translation et de rotation d’un corps. Dans le 
cas où le corps est retenu par un point fixe, on arrive, presque sans 
calcul, à une équation géométrique qui comprend les trois formules 
données par Euler pour la détermination du mouvement de rotation 
du corps autour de ce point. Il y a plus : on peut souvent déduire avec 
facilité de cette équation géométrique les lois du mouvement. On en 
conclut, par exemple, qu’un solide de révolution, soumis à la seule 
action de la pesanteur et traversé par un axe dont l’extrémité infé- 
rieure s'appuie sur un plan horizontal, peut, en tournant sur lui- 
même avec une vitesse suffisamment grande, tourner en même temps 
autour de la verticale, de manière que l’inclinaison de l’axe par rap- 
port au plan horizontal demeure constante. Je me bornerai, pour le 
moment, à formuler ici les lois de ce phénomène qu'indiquent les 
évolutions d’une toupie, et qu'a mis en évidence une belle expé- 
rience de M. Foucault. 

Soient 
P le poids du corps; 

X la distance entre le centre de gravité et le point d'appui, situés l’un 
et l’autre sur l'axe de révolution; 

5 l’angle formé par cet axe avec la verticale ; 

A le moment d'inertie du corps par rapport à l’axe de révolution ; 

B le moment d'inertie relatif à un second axe horizontal, perpendicu- 


laire au premier, et passant par le point d'appui; 
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e la vitesse angulaire avec laquelle le corps tourne autour de l’axe 
instantané de rotation; 

u la projection de cette vitesse angulaire sur l’axe de révolution ; 

Y la vitesse angulaire d’un point situé sur l'axe de révolution autour 
de la verticale, | 

et faisons, pour abréger, 

N—PX. 
Les vitesses angulaires 2, Y correspondront à des mouvements de rota- 


tion dirigés dans le même sens, et l’on aura 
AuY = + BY'coss. 


Si la vitesse # est tres grande, l'axe instantané de rotation se con- 
fondra sensiblement avec l’axe de révolution, et la projection & de la 
vitesse 2 avec cette vitesse elle-même. Alors l’équation trouvée don- 


nera sensiblement 


quel que soit l'angle 5. Donc alors /a vitesse de rotation d'un point de 
l’axe de révolution autour de la verticale sera sensiblement en raison 
inverse de la vitesse de rotation du corps autour de son axe. 

La dernière des équations que nous venons de poser s’accorde avec 
des formules que Poisson a données dans la seconde édition de sa 
Mécanique en les déduisant d’un caleul approximatif, 


916. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les clefs algébriques (suite). 
C. R., T. XXXVI, p. 129 (17 janvier 1853). 
Les clefs algébriques, telles que je les ai définies, peuvent être con- 


sidérées comme des quantités véritables. Mais ce sont des quantités 
dont le rôle est spécial et transitoire, des quantités qui n’apparaissent 
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que passagèrement dans les formules, où leurs produits sont définiti- 
vement remplacés par d’autres quantités qui n’ont avec elles aucune 
relation, aucune liaison nécessaire. Elles méritent doublement le nom 
de clefs, puisqu'elles ouvrent la porte en quelque sorte, non seule- 
ment au Calculateur dont elles guident la marche et facilitent les 
recherches, mais encore aux quantités nouvelles qui, se glissant à 
leur suite, viennent s'emparer de postes où elles puissent utilement 
concourir à la démonstration des théorèmes ou à la solution des pro- 
blèmes que l'on a en vue. C’est ce que l’on a pu déjà reconnaître, en 
lisant l’article inséré dans le Compte rendu de la dernière séance, et ce 
que je vais confirmer par de nouveaux exemples. 

Considérons d’abord z variables distinctes æ, y, 3, ..., æ liées 
entre elles par une équation de la forme 


(1) ax+by+csz+...+hæm—=Rk. 


Si l'on attribue successivement aux constantes que renferme la for- 
mule (1), 2 systèmes distincts de valeurs, indiqués à l’aide des 


indices 
LR Ne A 


placés au bas des lettres a, b, ce, ..., k, k&, on obtiendra, entre les 
inconnues æ, y, 3, ..., w, les équations linéaires 
MLr+by+is+...+hw—=k, 
(2) AT +bY+C23+...+ how —ks, 


| at +brY +Cns+...+hw—=Rk,, 


qui suffiront généralement pour déterminer ces inconnues; et, si l’on 
combine entre elles par voie d’addition les équations (2), respective- 
ment multipliées par les z facteurs 


M OUR SE 
on obtiendra une nouvelle équation linéaire de la forme 


(3) Axz+By+C:+...+Hw=K, 


\BRAR} 
OF THE 
UNIVERSITY 
OF # 


LVL 
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4, B, C,..., H, K désignant » +1 fonctions linéaires de &, 6,y, ...,n. 
On aura, par exemple, 


A Qa + Q36 + A3y +... + An 


et, pour obtenir 3, C, H, ..., K, il suffira de substituer à la lettre a, 
dans.le second membre de la formule précédente, la lettre b, ou 
c, .... D'ailleurs, les facteurs &, 6, y, ..., n étant complètement 
arbitraires, il en résulte que l'équation (3) peut remplacer à elle 
seule le système des équations (2). J'ajoute que, si l’on considère 
ces facteurs comme des clefs assujetties aux transmutations de la 


forme 


(4) Lo, :, 69) Baeel  Pu 


on pourra, de l'équation (3), déduire immédiatement, à l’aide d’une 
simple multiplication algébrique, la valeur de chacune des incon- 
nues æ, y, 3, ..., w. Alors, en effet, les polynômes 4, B, C, ..., H,K, 
jouissant des mêmes propriétés que les facteurs &, 6, y, ..., n, satis- 
feront aux conditions de la forme 


(5) A0 NES. 
et, en multipliant les deux membres de l'équation (3) par le produit 
symbolique 2C...H, on trouvera 


BC...HAzx=— BC...HK 


ou, Ce qui revient au même, 
(6) ABC: Hz KBC. H. 


On aura donc 


je Le | 
7 ABC 


En déterminant de la même manière y, :, ..., on obtiendrait pour 
valeurs des inconnues celles que donnent les formules symboliques 


A à ARC EH ABK...H 


2 us 


OU TE TRES LE ICO ON 
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Mais il est bon d'observer qu'après avoir déterminé x on pourra sim- 
plifier la recherche des valeurs de y, 3, ... en les tirant de la for- 
mule (3) multipliée, non plus par le produit 8C...H, mais par ceux 
qu'on en déduit quand on supprime le facteur B, ou les deux fac- 
teurs BC, ..., etc. Il y a plus : en admettant que l’on suive cette 
marche, on pourra réduire à zéro une clef dans la valeur de y, deux 
clefs dans la valeur de 5, ...; et, comme on pourra choisir arbitraire- 
ment les clefs auxquelles ces réductions seront appliquées, il est clair 
que le calcul pourra s'effectuer de diverses manières, ce qui fournira 
un grand nombre de vérifications des résultats obtenus. Supposons, 
pour fixer les idées, que les inconnues +, y, z soient au nombre de 
trois. Leurs valeurs pourront être tirées des formules symboliques 


_ KBC __ ÆC— ACx ___K—Ax—-By 
Lot nel 7 HR sr out ŒTrT 


d’ailleurs, on pourra réduire à zéro une clef dans la valeur de y, et 
deux clefs dans la valeur de z. 

Concevons à présent que les seconds membres®des équations (1) 
s’évanouissent; alors, entre les équations réduites aux formules 


tmt+by+csz+...+hw—=o, 


A X+0:Y+C23+...+ h3w —0, 


(10) 
AnT + OV +Cn3+...+ hyw —0, 


on pourra éliminer les variables x, Y, 3, .….., €t l’on obtiendra ainsi 
une équation de condition entre les coefficients représentés par les 
divers termes du Tableau 


| a;, b;, Cis ….. As 

Œ b, Co Fe À. 

(11) { , 29 29 » 29 
| RS VER .…., ….….. ….. 
\ Ans l'A Cns ….., "5 


Alors aussi la formule (6) sera réduite à 


ABC...Hzx = 0: 
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et, comme elle devra se vérifier, quel que soit æ, il est clair que la for- 
mule | 


(12) ABC... 10 


sera précisément l'équation résultante de l'élimination des variables æ, 
y, 3, .…, entre les équations (10). Enfin, comme on aura encore 


(13) ABC... H=0Ëy NE DE M 


on tirera de l’équation (12), en y posant, comme on peut le faire, 


MERS, 


(14) S(Æ aib:cs...hn) = 0. 


On peut remarquer d’ailleurs que le premier membre de la for- 
mule (14), c’est-à-dire la résultante algébrique des divers termes du 
Tableau (11), demeure invariable, tandis que dans ce Tableau on 
échange entre elles les colonnes horizontales et verticales. Donc 
l'équation (13) continuera de subsister si lon suppose les valeurs 
DA, Ur... déterminées par les formules 


A=aa+b6+cy+...+/lun, 


(5) B—aa+b:6+cy+..;+han, 


K = ana + bn5 + Cny +...+ han; 


et l’on peut énoncer la proposition suivante : 


THéorÈME [. — St l’on élimine n variables +, y, z, ..., w entre n équa- 
tions dont les premiers membres soient des fonctions linéaires et homo- 
gènes de ces variables, 1l suffira, pour obtenir l'équation résuliante, 
d’égaler à zéro le produit des premiers membres des équations données, 
et de considérer les variables æ, y, 3, ..., w comme des clefs assujettres 


aux transmutations de la forme 


DOS Pi EYES TM 


Revenons maintenant aux équations (1); supposons que, dans les 
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premiers membres de ces équations, on attribue successivement aux 
variables 

M NN 6 
a systèmes distincts de valeurs, indiquées à l’aide des indices 


PRET MAUR SÉANRE OD 


placés en bas des lettres qui représentent ces variables, et nom- 
mons #,, ce que devient #, quand on y pose 


LT — Lms Y —Ym»s Z — Zm) ….s M Wme ., 
A la place de la formule (3) on obtiendra z équations de la forme 


At +By+Cz+...+ Hw = K,;, 


A La + By:+ C3 +...+ Hw: = K;, 
(16) 


Atn+ Bya+ Csnt... + Hw,=kK,, 

les valeurs de X,, K,, ..., K, étant déterminées par les formules 

Ki=kiia+hk 8 + hs: +. . «+ Ki "; 

K, RAN" Ki,2 & + Ka,2 6 + Ks,2 9 +. + Ka; 
(7) 

| 8, Ki,n & Ft Ka,n 8 Ques Ks,n GR À nm | EN LE 

D'ailleurs, si aux facteurs symboliques 4, 2, C,..., 4, dont les valeurs 
sont données par les formules (15), on substitue les facteurs X,, 
K,, ..., K,, dont les valeurs sont données par les formules (17), on 


obtiendra, en formant le produit de ces facteurs symboliques, non 


plus la formule (13), mais la suivante 
(18) K, K:. . D, PME ax6y. «1 S(+ Kiikoska,s. . Ra )s 


dans laquelle l'expression S(+4,,4,:4,3...4,,) est la résultante 
OEuvres de C.— S.1,1. XII. 3 
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algébrique des divers termes du tableau 


Ki,1 ka,1s K3,1s ss Kn,i 
Ki,9 Ko,es K3,2s AE APR 
(19) 


RS ... ….. ….., CCC] 


Æin Ka,ns Kim 9, ed 


le signe S pouvant être censé relatif à l’un quelconque des deux sys- 
tèmes d'indices; et, puisque les facteurs symboliques 4, B, C, ..., 1 
vérifient les conditions (5), on tirera encore des formules (16) 


(20) ABC... HS(+Ztiÿes...w,)=K;K:K;...K,. 


Si, dans cette dernière formule, on substitue les valeurs des pro- 
duits ABC...H, K,K,K,...K, fournies par les équations (13) et (18), 
et si, dans l'équation nouvelle ainsi obtenue, on suppose, pour plus 


de simplicité, 
a0ÿ.. GE, 


on trouvera 
(91), S(ab,c,.. A, )S(E mi Pass) BCE Kia ee): 


On sera ainsi ramené, par la considération des produits symboliques, 
à un théorème que j'ai démontré dans le XVII Cahier du Journal de 
l'École Polytechnique ('}, et que l'on peut énoncer comme il suit : 


Taéorème IT. — Le produit de deux résultantes algébriques est encore 


une résultante algébrique. 


Pour mettre en évidence les avantages que présente l'intervention 
des clefs dans les applications numériques, supposons que l’on se 
propose de résoudre les trois équations 


L'+AY +371, 
(22) {IT+ y +25 —3, 
2æ+3Y+ 5 —5. 


(1) Voir aussi dans le même Cahier un Mémoire de M. Binet. 
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De ces équations respectivement multipliées par &, 6, y, puis combi- 
nées entre elles pär voie d’addition, on tirera 


(23) | Axz+By+Cz—=K, 
les valeurs de À, 2, C, Kétant 


(ab) A=a+36+a2y, B—=2a+6+3, C=3a +26 + y, 
24 
K=—=a+36+5, 
puis, en considérant «, 6, y comme des clefs assujetties aux condi- 


tions de la forme 


PO ns, Ca 6 :..., 


on tirera immédiatement de l’équation (23) multipliée par le pro- 
duit BC la valeur de l’inconnue +. Effectivement, dans cette hypo- 


thèse, les formules (24) donneront 
BC—=—56y +7ya + «6; 
et par suite, en posant, pour abréger, 


a6y 1, 


on trouvera 
ABC——1.5+3.7+2.1— 18, 


ABC ur5 432251, 


La valeur de æ étant ainsi obtenue, on déduira immédiatement de la 
formule (23) multipliée par le seul facteur C la valeur de y, et l’on 
pourra même, dans la détermination de y, réduire à zéro l’une quel- 
conque des trois clefs «, 6, y. En prenant, pour fixer les idées, y — o, 


on tirera des formules (24) 


A = a +36, B —2a +6, C=3a+1216, 


5 
(29) CR 
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puis, en posant, pour abréger, 


on trouvera 


Enfin, on tirera de la formule (23), en réduisant à zéro deux clefs, 
par exemple « et 6, 


O1! Qt 


3—=d—2æ%—3y—5(1—-x) —=— 
On aura donc, en définitive, 


(26) ro 


Remarquons d’ailleurs que, en appliquant l'équation (23) à la déter- 
mination des inconnues æ, y, z, on peut choisir arbitrairement : 
1° l’ordre dans lequel on déterminera ces inconnues; 2° l’ordre dans 
lequel on multipliera les facteurs symboliques des produits ABC, 
KBC, ...; 3° les clefs que l’on fera évanouir dans les valeurs des 
inconnues y et z. Il v aura done un grand nombre de manières diffé- 
rentes d'effectuer le calcul; mais, quelle que soit celle que l’on 
adopte, on sera toujours conduit au même résultat. Ainsi, par 
exemple, si dans la détermination de y on pose, non plus y — 0, 
mais 6 — 0, on trouve 

A—a+2, B—2a+37, C—3a+ y, 
K= a +5, 


puis, en posant, pour abréger, ya — 1, on trouvera 


Dans un prochain article, je montrerai les avantages que présente 
l'emploi des clefs algébriques dans la résolution des équations non 
linéaires. 
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917. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les avantages que présente, dans un 


grand nombre de questions, l “emploi des clefs algébriques. 


C.R., T. XXXVI, p. 161 (24 janvier 1853). 


Dans les précédents articles, j'ai fait voir que l'élimination des 
inconnues entre des équations linéaires et la résolution d'équations 
de cette forme pouvaient être réduites, par l'emploi des clefs algé- 
briques, à de simples multiplications. J'ajoute que la théorie des 
clefs réduit encore à la multiplication un grand nombre d’opéra- 
tions d’Algèbre et de questions diverses, par exemple la division 
algébrique, la recherche du plus grand commun diviseur de deux 
polynômes donnés, le problème de l'interpolation, l'élimination des 
inconnues entre des équations de degrés quelconques, ete. C’est 
effectivement ce qui résulte des principes que je vais poser. 


ANALYSE. 


Je commencerai par établir la proposition suivante : 


TnéorèmE. — Sotent f(x), F(x) deux fonctions entières de x : la pre- 
muëre, du degré n; la seconde, du degré m. Soient encore u, y deux 


nombres entiers distincts de m, n: et nommons l la plus grande des deux 


différences 
M—U, nn —Y, 


ou leur valeur commune, st elles sont égales. On pourra, si l'est positif. 


satisfaire à l'équation 
(1) u—=vf(xz)+wF(x), 


(44 prenant pour 


trois fonctons entières de x, dont les degrés soient respectivement 


1, pu, -v. 
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Démonstration. — En effet, supposons 
(2) V=%+ MT +...+ aux, W—=6+6xz+...+6,x"; 


à ces valeurs de v, w correspondra, en vertu du LéGnation (1), une 
valeur de u, qui sera de la forme 


(3) U = Go+ GT +... + Ggpey LE, 


le degré / + 1 + y de u, considéré comme fonction de +, étant le plus 
grand des nombres 
M+Y, R+H, 


ou leur valeur commune, s'ils sont égaux, et les quantités 
Dos Dys ++.  Wy+p+v 
étant des fonctions linéaires des coefficients 
dos: ds 1008 0 PSE HO RREES Ra 


D'ailleurs, le nombre de ces coefficients étant w + v + 2, on pourra, 
en attribuant à l’un d’eux une valeur arbitraire, choisir les autres de 
manière à faire évanouir p + y + 1 termes dans la fonction w; et, si 
ces termes sont ceux qui renferment les plus hautes puissances de x, 
c'est-à-dire si l’on choisit les coefficients &,, «&,,..., au, 6,,6,,...,6,, 
ou plutôt leurs rapports, de manière à vérifier les équations 


(4) wWy— O0; @ 7+1 — 0; cs Oy+u+v — 0; 
alors u, réduit à la forme 


(5) U = Go + QT +...+ @y1 dt, 


sera, non plus du degré / + + y, mais du degré / — 1. Cela posé, les 
polynômes u, v, w satisferont évidemment aux conditions énoncées 
dans le théorème. 

Quant à la détermination précise des valeurs de u, v, w, on pour- 
rait l’effectuer, dans tous les cas, en tirant des équations (4) les 
valeurs des coefficients &,, «,, ..., a, 6,, 6,, ..., 6,, et en substi- 


EXTRAIT N° 517. 23 


tuant ces valeurs dans les formules (2) et (5). Il y a plus : dans le 
cas particulier où l’on a 


(6) Mm—p=n—Y, 


on peut, comme l’a remarqué M. Liouville, déduire d’une formule 
d'interpolation, donnée dans la Note V de mon Analyse algébrique ('), 
les valeurs de u, v, w, exprimées en fonctions symétriques des racines 
des deux équations 


(7) f(æ) =60, 
(8) F(æ)—o, 


attendu que, en vertu de la formule (1), on a, pour chacune des 
valeurs de æ propres à vérifier l'équation (7), 


(9) = =F(z) 
et, pour chacune des valeurs de æ propres à vérifier l'équation (8), 
(10) . net | #2 À 


Mais, après avoir exprimé u, v, w en fonctions symétriques des racines 
des équations (7) et (8), on devrait encore transformer ces fonctions 
symétriques en fonctions des coefficients que renferment f(x) et 
F(x). Enfin, dans le cas où la condition (6) est remplie, on pourrait 
exprimer les diverses valeurs de u, v, w correspondantes aux diverses 
valeurs de x, en fonction des quotients et des restes fournis par les 
divisions qu’entraine la recherche du plus grand commun diviseur 
entre f(x) et F(x). J'ajoute que, si l’on considère les coefficients «,, 
Us ses us É0s 1, --., 6, comme des clefs algébriques, il ne sera 
plus nécessaire de recourir ni à la résolution des équations (4), ni 
à aucune des opérations algébriques dont nous venons de parler, et 
qu'alors une simple multiplication suflira, dans tous les cas, pour 
déduire des fonctions entières u, v, w, déterminées par les équa- 


(1) Œuvres de Cauchy, S. , T. II, p. 429. 
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tons (2) et (3), trois autres fonctions entières &, e, æ, qui rempliront 
les conditions énoncées dans le théorème. En effet, les quantités «,, 
Lis ce. us 60, 64, ..., 6, étant prises pour des clefs assujetties aux 
transmutations de la forme 


RO, es SORT mn ET SE 


posons 
(11) Q — 0441... @7+p+v; 
et soient, d’ailleurs, 
(12) u == AU, p == 4, æ = Qw. 
Il est clair que l’équation 
: u—vf(z)+wF(zx) 
entrainera la suivante | 
(15) u—vf(z) +wF(x), 


et que les degrés des trois fonctions nouvelles 


seront respectivement 
lt de Ve 


Remarquons encore que, si l’on nomme c le coefficient de la plus haute 
puissance de æ dans w, la première des formules (12), donnera 


CASA 
ou, ce qui revient au même, 


(14) C—(—i1)# To, 82. 


Pour que les valeurs de &w, v, #, c données par les formules (12) 
et (14) puissent être calculées numériquement, il sera nécessaire 
d'attribuer une valeur déterminée au produit des clefs 


Pos Mn: Qu CPP TT PV PNA 


OF 
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multipliées l’une par l’autre dans un certain ordre. Par ce motif, nous 
assujettirons désormais les clefs dont il s’agit à la condition 


(15) Lo Æs - » . Au Bo Ba. . -Év — 1. 


Revenons maintenant au cas spécial où les nombres &, v sont liés 
entre eux par la condition (6), et supposons d’ailleurs, pour fixer les 
idées, »m Zn. On aura 


(16) l=m—p—n—v, 
et, puisque / doit être positif, le nombre 
p=m—l 
sera l’un des termes de la suite 
DU 4, RS LM ET; 


Alors aussi, 4 venant à changer de valeur, les trois fonctions 


varieront avec leurs degrés exprimés par les trois nombres 
M—p—I, LL, n—M+RL, 


et c« variera encore ainsi que Q. Cela posé, représentons, à l’aide des 


notations 
Uus Vus Wys Cu 


les quantités 


o 


considérées comme fonctions du nombre variable &. La formule (13) 


donnera 


(17) uu= Puf(z) + y F(zx), 


et l’on tirera de la formule (14) 


(18) Cu — rie tele BE On-u-1 Om-pe - -Onrp--1 Onpe 


CEuvres de C. — S.I,1. XII. 4 
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Cherchons à présent les coefficients des plus hautes puissances de æ 
dans #, et æw,. Ces coefficients seront, en vertu des formules (12) jointes 


aux équations (2), 
(19) Gay, 6, 
la valeur de Q étant 


(20) D we. On+u-1 D n+pe 


Si d’ailleurs on pose 


(f(x) =t+arx+...+ an x", 


(21) 
F(z)=b+bz+...+06,,x", 


on aura 
Ont — En Lu, + On 6, 


et par suite les expressions (19) deviendront 


|. 4 
{ — On Om-pes - On+u-1 Au Ovs 


22) / 
| 


An mue -On+u- 1 Au Eve 
D'autre part, lorsqu'on multipliera 4,6, par le produit symbolique 


Oyn-ye --On+p—1s 


on pourra, dans ce produit, réduire à zéro les deux clefs &,, 6,; par 
conséquent, on pourra réduire la valeur de ce même produit à celle 
que lui assigne la formule (18), quand on remplace, dans cette for- 


mule, & par w — 1, c’est-à-dire à la quantité 
(— 9 EE PA 


Enfin, en vertu de la convention qu’exprime la formule (15), on devra 


supposer, dans l'évaluation de c,_,, 
(23) Lo. + « Œu 1 60 O1 : + « By LI, 
et, dans l'évaluation des produits (22), 


#7. ÉD E 
CETTE . * Æu.— 1 Eu. 80 81 - . Oyst vents 
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par conséquent 


Lo Li... œu-1 6061. .  Gv1 Au By = (— 1). 


Donc, et attendu que l'on à y — x — m + w, les produits (22), ou les 
coefficients de xt et de æ”-"*4, dans les fonctions v, et w,, se rédui- 


ront aux deux quantités 
(24) é We 1)» Cu re 1) ay Cu-1. 


I sera maintenant facile de tirer de la formule (17) une équation 
remarquable à laquelle satisfont les fonctions »,, æ,. En effet, si, 
dans la formule (17), on remplace & par w +1, on obtiendra la sui- 


vante 

(29) Us = Pur Ê(T) + y F(x); 
puis, en faisant, pour abréger, 

(26) k),u = (A D vw, 

on tirera des formules (17) et (25 ), 


( hpue (x) = ay Pysi — Uy+i Wys 
Fa { 
Kyxiu F(æ)= Uy Pur — Uyi Vue 


Or Les degrés des produits 

UyWysris UyVurts 
étant exprimés par les nombres 

l+yv=n, l+u—=m, 
par conséquent égaux aux degrés des fonctions 
f(x), F(x), 

tandis que les degrés des produits s 

Uyri Vus Uyss Vu 


se réduisent aux nombres 72 — 2, m — 2, il résulte des formules (27) 
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que les quantités 
Ky, u+1 Ru, us 


égales au signe près, mais affectées de signes contraires, sont indé- 
pendantes de æ. Comme d’ailleurs les coefficients des plus hautes 
puissances de æ, dans les fonctions 


f(x), FT), Up FPusis Wu 
seront respectivement 


Anse Oms Ci» (— 1)# 0» Cu (— 1)# An Cu, 


les deux derniers étant ce que deviennent les quantités (24) quand 
on remplace 4 par d + 1, on tirera des formules (27), 


9 
(28) kpei = — Ryan (DE cu 
En d’autres termes, on aura 
(29) bu Put — Pur Wu (— [2 Le Che 


Remarquons encore que si, dans la formule (17), on remplace k 
par + 2, on obtiendra la suivante 


(30) Uy+o — Vu+s (Tr) + we F(zx), 


et que, des formules (17), (25), (30), con tire, en éliminant f(x) 
et F(x), 
(31) Kyx, pee Uu + Ky+e,u Ug+i + Ky,p+t Up+s — 0; 


par conséquent, 


k Cu \? 
U, H+2 b 
D 


Dans cette dernière formule, où les degrés des polynômes 
Uys  Uyris  Uuy+e 
sont exprimés par les nombres 


nHU=1, n—p— 2, n—p— 5, 
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A, 
variable x. 


u+s ne pourra être évidemment qu'une fonction linéaire de la 


Des principes que nous venons d'établir on déduira sans peine la 
conséquence que nous avons déjà indiquée, savoir que l'intervention 
des clefs réduit à la multiplication un grand nombre d'opérations 
algébriques. 

S'agit-il, par exemple, de diviser le polynôme f(x) du degré 7 par 
un autre polynôme F(æ) du degré re égal ou inférieur à 2, on posera 
u=— 0, v=n — m. Alors la fonction +, déterminée par la formule 


(33) ve, 
sera réduite à une quantité constante. Alors aussi, de l'équation (13) 


présentée sous la forme 


(34) fz)= << F(z), 


[ 


on conclura qu’en divisant f(x) par F(æ) on obtiendra pour quo- 
tient et pour reste les deux fonctions entières 


S'agit-il d'éliminer æ entre les deux équations 
f(z)—0,  F(z)—o, 
alors on posera m—m—1, y—n—1, et l'équation résultante de 
l'élimination sera 
(35) 0 


la valeur de & étant donnée par la première des équations (12), de 


sorte qu’on aura 
u = Qu. 


Par suite l'équation résultante pourra être réduite à la formule 
(36) GED : 2 D 2 Où 


Si d’ailleurs on veut, de cette dernière formule, déduire celle que j'ai 
donnée, comme propre à résoudre la même question, dans mon pre- 
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mier article sur les clefs (‘), il suffira d'échanger entre elles les 
colonnes horizontales et verticales dans le Tableau formé avec les 
divers termes, dont le premier membre de la formule (36) représente 
la résultante algébrique. 

S'agit-il enfin d'obtenir les quotients et les restes divers des divi- 
sions qu'entraine la recherche du plus grand commun diviseur des 
fonctions entières f(æ), F(x), il suffira de recourir aux formules (12) 
et (26), à l'aide desquelles on déterminera les diverses valeurs de la 
fonction & ou 4, et de la fonction #4,,,,. En effet, il résulte des for- 
mules (34) et (32) que les divers restes et les divers quotients seront 
les produits des diverses valeurs de 4, et de 4,,,, par des constantes 
que donnent ces formules mêmes. 

Ajoutons que l'intervention des clefs fournira encore un moyen de 
réduire à de simples multiplications les problèmes dont les solutions 
s’'appuyaient sur l’une des opérations algébriques ici rappelées, par 
exemple, l'évaluation d’une fonction symétrique des racines d’une 
équation, et spécialement du produit des carrés des différences entre 
ces racines, la détermination du nombre des racines égales et leur 
élimination, la détermination d’une limite inférieure à la plus petite 
différence entre deux racines réelles, la détermination du nombre 
des racines positives, du nombre des racines négatives, et, plus géné- 
ralement, du nombre des racines réelles où imaginaires qui satisfont 


à certaines conditions, etc. 


918. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Vote sur les séries convergentes dont les divers 
termes sont des fonctions continues d'une variable réelle ou imagi- 


naire, entre des limites donnees. 
C.R., T. XXXVI, p. 454 (14 mars 1853). 


En établissant, dans mon Analyse algébrique, les règles générales 


(1) CŒEuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 441. 
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relatives à la convergence des séries, j'ai, de plus, énoncé le théorème 


suivant : 
Lorsque les différents termes de la série 


(1) Us U;, lo, VÉRLS Uy, Un+1s 


sont des fonctions d’une méme variable x, continues par rapport à cette 
variable, dans le voisinage d'une valeur particulière pour laquelle la 
sérte est convergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage 


de cette valeur particulière, fonction continue de x. 


Comme l'ont remarqué MM. Bouquet et Briot, ce théorème se vérifie 
pour les séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d’une 
variable. Mais, pour d’autres séries, il ne saurait être admis sans res- 
triction. Ainsi, par exemple, il est bien vrai que la série 


à sin2æ sin3x 
(2) sinæ, TR. PRES e 


toujours convergente pour des valeurs réelles de æ, a pour somme une 
fonction de x qui reste continue, tandis que +, supposée réelle, varie, 
dans le voisinage d’une valeur distincte d’un multiple + 27+ de la 


Lt 72 


circonférence 27, et qui se réduit, en particulier, à » entre les 


limites æ — 0, x — 27. Mais, à ces limites mêmes, la somme s de la 
série (2) devient discontinue, et cette somme, considérée comme 


fonction de la variable réelle æ, acquiert, à la place de la valeur 


donnée par la formule 


la valeur singulière s — o, qui reparait encore quand on suppose 
ME TTENR, 


ñ étant un nombre entier quelconque. 
Au reste, il est facile de voir comment on doit modifier l'énoncé du 
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théorème, pour qu'il n’y ait plus lieu à aucune exception. C’est ce 
que Je vais expliquer en peu de mots. 

D’après la définition proposée dans mon Analyse algébrique, et 
généralement adoptée aujourd’hui, une fonction uw de la variable 
réelle x sera continue entre deux limites données de +, si, cette fonc- 
tion admettant pour chaque valeur intermédiaire de æ une valeur 
unique et finie, un accroissement infiniment petit attribué à la 
variable produit toujours, entre les limites dont il s’agit, un accrois- 
sement infiniment petit de la fonction elle-même. Cela posé, conce- 
| vons que la série (1) reste convergente, et que ses divers termes 
soient fonctions continues d’une variable réelle +, pour toutes les 


valeurs de + renfermées entre certaines limites. Soient alors 


s la somme de la série ; 
s, la somme de ses 2 premiers termes; 
Tn=S — $y = Un + Uns, +... le reste de la série indéfiniment pro- 


longée à partir du terme général 4, 
Si l’on nomme 2’ un nombre entier supérieur à », le reste r, ne sera 
autre chose que la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs 
croissantes de »', la différence 


D" 
(3) Sn Sn = Un Unes + Uni. 


Concevons, maintenant, qu'en attribuant à » une valeur suffisamment 
grande on puisse rendre, pour toutes les valeurs de x comprises entre 
les limites données, le module de l’expression (3) (quel que soit x’), 
et, par suite, le module de r,, inférieurs à un nombre & aussi petit que 
l’on voudra. Comme un accroissement attribué à x pourra encore être 
supposé assez rapproché de zéro pour que l'accroissement correspon- 
dant de s, offre un module inférieur à un nombre aussi petit que l’on 
voudra, il est clair qu'il suffira d'attribuer au nombre 7 une valeur 
infiniment grande, et à l'accroissement de æ une valeur infiniment 
petite, pour démontrer, entre les limites données, la continuité de la 


fonction 
BST A 
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Mais cette démonstration suppose évidemment que l’expression (3) 
remplit la condition ci-dessus énoncée, c'est-à-dire que cette expres- 
sion devient infiniment petite pour une valeur infiniment grande 
attribuée au nombre entier ». D'ailleurs, si cette condition est rem- 
plie, la série (1) sera évidemment convergente. En conséquence, on 
peut énoncer le théorème suivant : 


TuéorÈème 1. — Si les différents termes de la série 
(1) Uos Us U£E Nr Uns Un+13 


sont des fonctions de la variable réelle x, continues, par rapport à cette 


variable, entre des limites données: si, d’ailleurs, la somme 
(3) Un Us es É Un 


devient toujours infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes 
des nombres entiers n et n'>n, la série (1) sera convergente, et la 
somme s de la série (1) sera, entre les limites données, fonction continue 
de la variable x. | 

Si à la série (1) on substitue la série (2), l'expression (3), réduite 
à la somme 


sin(n+i)x  sin(n+2)æx sinn'æ 


(4) +! À + 3 NS Re 


s’évanouira pour æ — 0; mais, pour des valeurs de æ très voisines de 
zéro, par exemple pour æ — _ n étant un très grand nombre, elle 
pourra différer notablement de zéro; et si, en attribuant à x une très 
grande valeur, on pose non seulement x — _ mais encore n'—, la 


somme (4), ou, ce qui revient au même, le reste r, de la série (2) se 
réduira sensiblement à l'intégrale 


°sinæ T Fr I I 
Î æ D hit 23488 Fe One ve 


Ajoutons que, pour une valeur de æ positive, mais très voisine de 
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zéro, la somme s de la série (2) se réduira sensiblement à l'intégrale 


°sinæ Te 
ds à dx = = —1,570796... 


Soit maintenant 
gr + yi 


une variable imaginaire. Cette variable pourra être censée repré- 
senter l’affixe d’un point mobile A situé dans un certain plan, et, 
d’après la définition que j'ai proposée à la page 16: du XXXII° Volume 
des Comptes rendus (‘), une autre variable imaginaire 


F7 cum A EE à | 


sera fonction de 3, si les variables réelles », æ sont fonctions de x 
et y. D'ailleurs, rien n’empêchera d'étendre aux fonctions de variables 
imaginaires la définition donnée pour les fonctions continues de 
variables réelles, et dès lors une fonction « de la variable imaginaire = 
sera continue par rapport à cette variable, pour toutes les valeurs de 
l’affixe : correspondantes aux divers points d’une aire S renfermée 
dans l’intérieur d’un certain contour, si, cette fonction admettant 
pour chacun de ces points une valeur unique et finie, un accroisse- 
ment infiniment petit attribué à l’affixe z produit toujours, dans le 
voisinage de chacun d’eux, un accroissement infiniment petit de la 
fonction elle-même. Cela posé, en raisonnant comme ci-dessus, on 
établira encore très facilement la proposition suivante : 


Tuéorème Il. — S: les différents termes de la série 
(1) Uos U;, Uas AS Uns  Un+1s 


sont des fonctions de la variable imaginaire =, continues par rapport à 
cette variable pour les diverses valeurs de l’affixe z correspondantes aux 
divers points d'une aire S renfermée dans un certain contour, st d’ail- 


leurs, pour chacune de ces valeurs, la somme 


Un + Unry ee + Ur 


(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. XI, p. 302. 
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desuent toujours infiniment petite, quand on attribue des valeurs infini- 
ment grandes aux nombres entiers n et n' > n, la série (1) sera con- 


vergente, et la somme s de la série sera, entre les limites données, fonc- 


tion continue de la variable x. 


On conclut aisément du théorème IT que la somme de la série (1) 
est fonction continue dans le voisinage d’une valeur donnée de z, 
lorsque, chaque terme étant dans ce voisinage fonction continue 
de =, le module de la série, correspondant à la valeur donnée de 3, 
est inférieur à l'unité. Dans le même cas, si chaque terme offre une 
dérivée unique, la série formée avec les dérivées des divers termes 
sera encore une série convergente dont la somme offrira une seule 
dérivée équivalente à la dérivée de la somme de la série proposée. 

En terminant, nous fixerons le sens de quelques expressions qui 
peuvent être utilement employées pour simplifier les énoncés de 
théorèmes relatifs à la continuité des fonctions et à la convergence 
des séries. 

Une fonction de la variable réelle ou imaginaire z sera dite mono- 
drome, si elle ne cesse d’être continue qu’en devenant infinie; elle 
sera dite monogene, si elle a une dérivée monodrome. Une fonction 
peut être monodrome ou monogène, seulement pour les valeurs de 3 
correspondantes aux points intérieurs d’une certaine aire S renfermée 
dans un contour donné. 

D'après ce qu'on vient de dire, une fonction monodrome de z 
variera par degrés insensibles, en acquérant à chaque instant une 
valeur unique, Si le point mobile correspondant à l’affixe = court çà et 
là sans sortir de l'aire S, ou tourne autour des points singuliers cor- 
respondants à des valeurs infinies de la fonction. Cette propriété de 
certaines fonctions m'a paru assez bien exprimée par le mot mono- 
drome, que j'ai, pour ce motif, substitué au mot monotypique, dont 
J'avais fait usage dans le Mémoire du 7 avril 1851. 

Une fonction monodrome sera dite synectique, si elle ne cesse 
jamais d’être continue pour aucune valeur finie de z. Une fonction 
entière de z est synectique, non seulement lorsqu'elle comprend un 


‘ 
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nombre fini de termes, mais encore lorsque, renfermant un nombre 
infini de termes, elle est la somme d’une série toujours convergente, 
ordonnée suivant les puissances positives, entières et ascendantes 
de £, par conséquent la somme d’une série dont le module s’évanouit. 
Telles sont, par exemple, les fonctions e*, sins, cos, .... 

Parmi les fonctions monodromes et monogènes de z, on peut citer 


les fonctions rationnelles de 3, de e°, de sinz, de cosz, etc. 


919. 


ANALYSE ALGÉBRIQUE. — Mémoire sur l'évaluation d ‘inconnues déter- 
minées par un grand nombre d'équations approximatives du premier 
degre. 

C.R., T. XXXVI, p. 1114 (27 juin 1853). 

Comme l’a remarqué M. Faye, la nouvelle méthode d’interpolation 
que j'ai donnée, dans un Mémoire lithographié en 1835 (‘), peut être 
utilement appliquée à l'évaluation d’inconnues déterminées par un 
grand nombre d'équations approximatives du premier degré. Entrons 
à ce sujet dans quelques détails. | 

Considérons » inconnues représentées par les lettres 


5 2Ÿ5 5 os MP, 0 


et supposons que, 2 étant un très grand nombre, on donne les valeurs 


approchées 
: Ki, ko, .….. k, 


de x fonctions linéaires de ces inconnues, par exemple des fonctions 


représentées par les polynômes 


Ar+by+cis+...+hw, 
A3 X + Ds Y+C:5 +...+hw, 


AT + br + Cr +...+h,w. 


(1) Œuvres de Cauchy, $S. H, T. IT. 
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Les valeurs exactes de ces fonctions seront de la forme 
ki —e;, Ki — Es, ….… Kn— En, 


&,, € -.., & désignant des quantités dont les valeurs numériques 
seront très petites; et l’on aura rigoureusement 


ATr+byY+cs+...+<hw—=k,—e, 
AT +bsY+C23+...+ haw = Ka — 6, 


| Anl + biY +Cn3 +... + hw—=k,—:,. 


Soit maintenant x celle des inconnues æ, y, z, ..., æ pour laquelle 
les valeurs numériques des coefficients offrent la plus grande somme. 
Désignons cette plus grande somme par Sa,, la lettre : désignant l’un 
quelconque des nombres 1, 2, 3, ..., n; et soient 


DOI; :8Che +, SA 
ce que devient Sa; quand on y remplace les coeflicients 


js ss +..5 An 


par les coefficients 


Me OU it 0e ON CR ON rte On es OO OMS M; à) ec 


On tirera des formules (1) 
(2) zSa;+ySb;+zSc+...+wSh;—=Sk;—Se;. 


A l’aide de cette dernière formule, on pourra éliminer + des équa- 


tions (1), et, en posant, pour abréger, 


(3} [e À Tr 
b;— a; Sb;— Ab,;, Cy— a SC = Àc;, ec h;— a; Sh;= Ah;, 
(4) 


k;— a; Sk;— Ak;, Ej — di SE; — Aë;, 
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on obtiendra, au lieu des équations (1), les suivantes : 


y Ab, + 5 Ac, +...+ w Ah, = AKk, — Ac, 
y Ab: + 3 Ac, +...+ 1 Ah, — Ak, — Ae:, 


J Ab, +3Ac,+...+wAh,= AKk,— Ac. 


Soit maintenant y celle des inconnues y, z, ..., æ pour laquelle, 
dans les premiers membres des équations (5), la somme des valeurs 
numériques des coefficients est la plus grande possible. Désignons 
par S'Ab; cette plus grande somme, et par 


S'Ac ::::,. NOR 
ce que devient cette somme, quand on y remplace 


Ab 0; ..# (00 
par 


“: PPARES : Ÿ MSMMRAERS - ANS Li: ou par PS DR es Di 
On tirera des équations (5) 


(6) yS'Ab;+ :S'Ac;+...+wS'Ah;—= S'Ak;—S'Ac;. 


A l’aide de cette dernière formule, on pourra éliminer y des équa- 
tions (5), et, en posant, pour abréger, 


5. ‘à Qt 
(7) Gr S'A6, 
8 Ac; = 6;S'Ac; mt Mé;, …. Ah; — 8; S'Ah;=— A°h;, 
® Ak;—6;S'Ak;=— A?k;, Ac; — 6,S'Ac; — A?e;, 


on trouvera 
| 3 Ac +...+ w Ah, = Ak, — Ae,, 
Ac; +...+ w Ah, — A?k, — A, 
(9) , 
34°c,+...+wAh,—Ak,— Aez,. 


En continuant de la même manière, on obtiendra définitivement, à 
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la place de l'équation (1), un système d'équations de la forme 
œ Am-1h, — ARTE, DA Am-te,, 


œ An-—1 hs — An-1 ke FANS Annr-1 ss 
(10) 


| Arn-1 | es Arn-—1 k, — Am-1e, : 


puis, en désignant par SV A"-'Z; la somme des valeurs numériques 
NT, ie AUTR,, tt par 


DU UARr TE: Qu par: SOU Amis, 
ce que.devient S°-"4”"-'4; quand on y remplace k,, 2,, ..., k, par 
Bu A à. ou par MUR duc 8 
on tirera des formules (10) 
(1) cp S0m-1) Ami h,— Sm-1) Ami 4, S(m-1) Am—te,, 


Enfin, en éliminant w des équations (ro) à l’aide de la formule (11), 
et posant, pour abréger, 


à Am-—1 h; 
(12) Li ice SOn-1) Am—1) 


( An Kj= Arn-—1 k;— 1 SU An-1 k;, 


| A’ U = An-1 €; —":; S(n—1) Ant! €;, 


(13) 

on trouvera 
(14) o — A"k,— Ame, ER 
par conséquent, 


(15) Ame,—Amk,, Ame, —AmE,  ...,  Ame,—Amk,. 


Ces dernières équations déterminent complètement les valeurs de 
A"e,, Ae,, ..., A"e,, c'est-à-dire les diverses valeurs de A"4;. Si, 


pour abréger, on pose 


(16) D Am, 
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on aura généralement, en vertu des formules (15), 

(17) As; 0:. 

Si, d’ailleurs, on pose 

(18) At St, u —S'Ac,, Ares = Sn AMIE, 
on tirera dé formules (4), (8), ..., (17) 

F0) + Es Qi + ip + iv +... + mis + 0. 


En vertu de la formule (19), la valeur de e; dépend des valeurs des 
m sommes représentées par les lettres 


L 


A5 0, ne 


L'hypothèse la plus simple que l’on puisse faire sur les valeurs de ces 
mêmes sommes est de les supposer nulles, c’est-à-dire de prendre 


(20) DES O, S'Ac;=— 0, EN S(m-1) Am—1g, — 0, 
Alors on a généralement 


(21) «= 01, 
et les formules (2), (6), ..., (11) donnent 


 . +...+wSA; =SK;, 


! { ! : A / ; 
is yS'Ab;+...-+wS'A, — S'Ak,, 


œ SUr—1) Am—1h,= S(n—1) Am—1 k;. 


Ces dernières équations sont celles auxquelles conduit la méthode 
d'interpolätion déjà citée. Elles fournissent, pour les inconnues x, y, 
3, ..., w, des valeurs que l’on peut aisément calculer, en commen- 
çant par æ. Ces valeurs, qui ne sont qu’approchées, jouissent de pro- 
priétés remarquables indiquées dans le Mémoire sur l’interpolation. 
Si on les désigne par x, y, z, ..., w, si, d’ailleurs, on nomme Ë, " 
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7, .., w les erreurs qu'elles comportent, on aura rigoureusement 


xSa;+ySb, +1Sc +...+wSh; SK; 
* 
yS'Ab;+1S'Ac;+...+ wS'Ah; — S'AKk;, 
(23) 
| wS(2-1) An—1 = S(n—1) An-1 k; 
et 
(24) T=X—É, L=ET M: 2—=2—6, ss MW —w; 


et, des équations (2), (6),...,(11), jointes aux formules (18), (23), 
(24), on tirera 


ESa;+ySb; +EËSc; +...+owSh; = À 
yS'Ab;+ES'Ac;+...+wS'Ah; = fl 


(25) 
& S(r-) Am-—i = ci 


IL est bon d'observer qu’en vertu des formules (3) et (4), (7) 
et (8), etc., on a généralement 


on Go So, senc. S 0;—=0, 

| Den Mio, Lu ao, 
(26) I Y [e) O 
She 6 Au S'80; = 0o 


Cela posé, on tirera successivement de la formule (19) 


S) £; = À, 
| S'e; = ÀS' a; + Les 


(27) | S'e; —= ÀS"a;+pS"6; + y, 


Stm-0e,— AS(m-U a; + pS(m-N6, +, ..+ 6, 


et l’on pourra des formules (27), jointes aux équations (25), tirer 
d'abord les valeurs des coefficients 
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puis celles des erreurs 
# N; 4 ss 0), 


de manière à obtenir ces divefses valeurs exprimées en fonctions 
linéaires des sommes 


DS DER des DORE, | 
ou, ce qui revient au même, en fonctions linéaires des erreurs 
Es fn 4 RE 
En opérant ainsi, on parviendra à des équations de la forme 


Ë € + Ëa Es +... + En Ens 


N = M1 E1 + No Ëot FF NnËns 
(28) 
\ (A Pme 1 PE ous pub 29 LA ag mas + On£ên)s 


D, ET UE ss ns ss. (OR (OP ... w, étant des quantités 
dont les valeurs seront données en nombres; et, à l’aide de ces équa- 
tions, on pourra se former une idée du degré de précision avec lequel 


chacune des inconnues 
Œ, Si WAR 


est déterminée par les formules (21), ou, ce qui revient au même, 
par les équations 


(29) DER ÉAS à D À RE W = W. 


En effet, les erreurs 
Ë, "ns Cj ss 


que l’on commettra en prenant x, y, z, ..., w pour valeurs des incon- 
nues æ, y, 5, ..., # seront équivalentes, en vertu des formules (18), 
à des fonctions linéaires et déterminées des erreurs 


Eys Es +++» En; 


et par suite les limites que pourront atteindre les valeurs numé- 
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riques de &, n, €, ..., w dépendront des limites que pourront atteindre 
les valeurs numériques À PRE POP 80 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités #,, 4,, ...,4, 
soient toutes de même nature, et que, dans la détermination de cha- 
cune d'elles, l'erreur à craindre soit renfermée entre les limites — 2, 
+ €. Soient, d’ailleurs, 


la somme des valeurs numériques des quantités £,, £,, ..., 
H la somme des valeurs numériques des quantités n,, 2, ..., fn: 


HE SR ADO NO EN 2 RS TU A NN OU EU TN TOUR OR US dE d'a n. 6 6 90 ee © eo © © » 


Q la somme des valeurs numériques des quantités &,, &,, ..., &,. 


En vertu des formules (28), lorsqu'on prendra x, y, z, ..., w pour 
valeurs approchées des inconnues æ, y, z, ..., w, les valeurs numé- 
riques des erreurs à craindre auront pour limites les produits 


MR M6: 55: Or: 
Par suite, si, au-dessous des inconnues 
MS Pa Vois 
on écrit les nombres correspondants 
mr y) 


alors, à un plus grand nombre correspondra une inconnue pour 
laquelle la limite des erreurs à craindre sera plus considérable. Les 
grandeurs respectives des nombres inverses 


(30) » 5 


F1 _ 
El - 


fourniront donc une idée de la précision avec laquelle les inconnues 


D Ps sw 


seront déterminées par les formules (29). 
On se formera une idée plus exacte encore de cette précision, si, 
au lieu de supposer les valeurs numériques des erreurs £,, €, ...,€, 
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inférieures à une certaine limite e qu’elles ne puissent dépasser, on 
considère chacune d’elles comme pouvant atteindre à la rigueur une 
valeur numérique quelconque, mais avec une probabilité qui dé- 
croisse très rapidement quand cette valeur numérique vient à croître, 
et si l’on prend pour &, H, ..., Q des nombres proportionnels à ceux 
qui exprimeraient alors la probabilité respective de l’abaissement des 
valeurs numériques des erreurs 6, n, ..., © au-dessous d’une limite 
commune et infiniment petite. C’est ce que je me propose d'expliquer 
plus en détail dans un autre article, en recherchant comment les 
nombres &, H, .…, Q dépendraient alors des coefficients &,, &,, ..,&,; 
Mess Mi rs. Di 02) 0 

Avant de terminer cet article, nous remarquerons que des valeurs 
de æ, y, z, ..., w, fournies par la nouvelle méthode d’interpolation, 
on peut aisément déduire celles que fournirait la méthode connue des 
moindres carrés. On y parviendra, en effet, en opérant comme il suit. 

Désignons par Êe’ la somme des carrés des erreurs 


Es Es Arbo | En 


Pour que cette somme devienne un minimum, comme l'exige la mé- 
thode des moindres carrés, il suffira d'attribuer aux quantités 


À, et y, RS | Ss 


comprises dans le second membre de la formule (19), des valeurs qui 
vérifient les équations linéaires 


Zoo + Bu + yiv +... +n;s + 0;) —=0, 
(31) 26; (œ;À + ip + yiv +.,.+ ns + 0;) — 0, 
| | 


Zn;(aœ;à eu ER 6;1 SE LD 4 cui TUIS T 0;) Des De 


D'ailleurs, les diverses valeurs de 0; étant généralement très petites, 
on pourra en dire autant des valeurs de À, pe, v, ...,ç, et, en les cal- 
culant, on pourra exprimer chacune d'elles à l’aide d’un très petit 
nombre de chiffres significatifs. Cette circonstance permettra de 
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résoudre facilement les équations (31). La résolution étant effectuée, 
les valeurs des inconnues æ, y, 3, ..., w seront fournies par les 
équations 


(24) T—Xx—E, Y=Yy—1, 3=z—6, Re W = W — 6, 


les corrections &, n, €, ..., © étant elles-mêmes déterminées par le 
système des équations 


ESa+nSb; +EËSc +...+oSh; er À 
nS'Ab;+ &S' Ac; +...+wS'Ah; mt 
(32) ” ES'Ac;+...+ wS"A?h; = y, 


\ @S(n-1 Am-1h;— ç. 


En vertu des équations (31) et (32), les corrections &, n, 6, ..., w 
offriront des valeurs numériques qui seront en général sensiblement 
inférieures à celles des quantités 0,, 0,,..., 0,. La raison en est que 
les coefficients de À dans la première des équations (31), de & dans 
la seconde, etc., de ç dans la dernière, c’est-à-dire les sommes 


2 2 
20 2015: 4.8 20, 


se composeront de termes qui seront tous positifs, tandis que les 
autres coefficients et les sommes 


Za;0;, 26:0;, …. Zn:;0; 


se composeront de termes qui seront en général les uns positifs, les 
autres négatifs. Donc, et attendu que les valeurs numériques des 
quantités 


seront généralement très petites, on pourra en dire autant «a fortiort 
des valeurs numériques des quantités 


À, Le id LUE 
et des quantités 
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qui se déduiront successivement des premières à l’aide des équa- 
tions (31) et (32). On ne devra donc pas être surpris de voir les résul- 
tats que fournit la nouvelle méthode d’interpolation coïncider en 
général à très peu près avec ceux auxquels on est conduit par la mé- 
thode des moindres carrés. 

Remarquons encore qu’on pourrait appliquer aux équations (32) la 
méthode de résolution employée pour les équations (r). Cette applica- 
tion sera d'autant plus facile, que les valeurs numériques des quan- 
tités ; 
seront plus petites. En effet, lorsque ces valeurs numériques, et à 
plus forte raison celles de À, pe, v, ...,, seront très rapprochées de 
zéro, on pourra ordinairement, dans le calcul de ces dernières, s’ar- 
rêter après la détermination d’un petit nombre de chiffres décimaux, 
par exemple d’un ou de deux chiffres significatifs. 


520. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les différentielles et les variations 


employées comme clefs algébriques. 


C.R., T. XXXVIL p. 38 (11 juillet r853). 


Comme j'en ai fait ailleurs la remarque, il est souvent utile, dans le 
Calcul différentiel, d'attribuer aux différentielles des variables indé- 
pendantes des valeurs finies et déterminées. La même remarque, 
dans le Calcul des variations, peut être appliquée aux variations de 
constantes arbitraires supposées indépendantes les unes des autres. 
J'ajouterai que ces différentielles et ces variations peuvent être aussi 
employées utilement comme clefs algébriques. C'est ce que je me pro- 
pose ici de faire voir. 
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S I. — Différentielles employées comme clefs algébriques. 


Considérons zx variables æ, y, 3, ... liées à 2 autres variables x, Y, 
Z, .. par x équations distinctes. En vertu de ces équations, les 
variables æ, y, 3, ... seront fonctions des variables x, y, z, ..., et 
réciproquement. Cela posé, on aura, en considérant æ, y, =, . 
comme fonctions de x, y, z,..., 


dæ = D,zx dx + D,x dy + D,x dz+..., 
112 D D dede 


et, en considérant x, y, z, ... comme fonctions de æ, * NET 


| dx = D,x dx + D,x dy + D,xdz+..., 


(2) dy = D,7y dz + D,y dy + D,z ds +..., 


Re 


Concevons maintenant que l’on combine entre elles, par voie de mul- 
tiplication, les différentielles dæ, dy, dz, ..., déterminées par les 
formules (1), en considérant les différentielles 


dx, dy, dz, 
comme des clefs nlbbréques assujetties aux transmutations de la forme 
(3) dy dx —— dx dy. 
Posons d’ailleurs 
(4) GEUY OR, 1 TE, 


et désignons, à l’aide de la notation |dædy ds ...{|, ce que devient, eu 
égard aux transmutations (3) et (4), le produit dæ dy ds... des dif- 
férentielles des variables æ, y, :, .... La formule (3) et les formules 
semblables entraineront avec elles les transmutations de la forme 


(5) dy dæ = — dx dy, 
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et, eu égard aux formules (3), (4), (5), on tirera : 1° des équa- 
tions (1) 

(6) | dæ dy ds...|—S(+D,xD,yD,s...); 

2° des équations (2) 

(7) = dry de. "SEE D xD;YD,z::.) 

Si, dans cette dernière formule, on substitue pour | dæ dy dz...| sa 
valeur tirée de l’équation (6), on obtiendra la suivante 

(8)  S(+D,xD,yD,5...)S(+D,xD,yD,z...) —1, 


à laquelle satisfont, comme l’on sait, les dérivées que l’on forme, 
quand on différentie d’une part æ, y, z, ... considérées comme fonc- 
tions de x, y, z, ..., d'autre part x, y, Z, .:. considérées comme fonc- 
tions de æ, y, 3, ..….. 

Concevons à présent qu’au-dessous des 2 variables 


T, Ys =; 


on écrive 2 autres variables 


on aura 


( dh =D, dx +D,hdy +...+D,Adu+D,Ade +..., 


2 | dk = D.k dæ + D,kdy +... + D, k du + D,k de +. .… 


Cela posé, désignons à l’aide de la notation | d4 dÆ| ce que devient le 
produit d# d#& quand on assujettit les différentielles des deux systèmes 


de variables 
PRE ÉTÉ ES 


aux transmutations de la forme 


dx du — 1, dy de 1, dz dm — 1, RE 


. (10) 


dudr 1, ddy=—-1,:dwds——1, ..., 
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en remplaçant par zéro, dans le développement de dAd%, ceux des 
produits binaires des différentielles 


ou OR: On: dr dm: ….., 
qui ne sont pas compris dans la formule (10). On trouvera 
(11) [dk dh| = (A, #), 
la valeur de (A, Æ) étant 
(12) (h,k)=D,AD,k—D,AD,Kk+D,AD,4k — D,AD,4+.... 


Ajoutons qu’en vertu de la formule (12) on aura généralement 


(13) (k,h)==(h,k) 
et 
(14) (44) =90. 


Supposons maintenant les 22 variables 


. 


MOT à ci dv 0 


liées à 27 autres variables 


par des équations de nature telle, qu’on puisse en tirer les valeurs 
de æ, y, 3, ... exprimées en fonctions de a, b, c, ..., et, réciproque- 
ment, les valeurs de a, b, c, ... exprimées en fonctions de x, y, 3, . 
On aura, non seulement 


(15) da = D, a dx +D,ady+...+D, a du + D, a de +..., 


mais encore 


/ 


dæ = D, x da + D, x db + D, x de +..., 
(16) 


du =—D,uda+D,u db+D,.u dc+.... 


Cela posé, si l’on considère les différentielles dæ, dy, ..., du, de, 
comme des clefs algébriques assujetties aux transmutations ci-dessus 
OEuvres de C. — S.H, 1. XII. 7 
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énoncées, on tirera de l'équation (15) 
|da dæ|=—D, a, |da du|— D, a, 

et des équations (16), jointes à la formule (11), 

[da dx |—(a,a)D,x-+(a,b)D,x+(a,c)D,x +..., 

Ida du|=(a,a)D,u+(a,b)D,u +(a,c)D,u +.... 
On aura donc, par suite, 

D,a— (a,a)D,u+(a,b)D;,u+(a;c)D,u+..., 


[ D,a——{(a,a)D,x—(a,b)D,x—(a,c)D,x—... 


Ajoutons que les équations (17) continueront évidemment de sub- 
sister, si l’on y remplace les variables æ et u soit par y et 6, soit par 
zetw,..., ou bien encore, si l’on remplace la quantité a par l’une 
des quantités.b, c, .... 

Concevons, à présent, que, æ, y, 3, ..., u, v, w, ... étant consi- 
dérées comme fonctions de a, b, c, ..., on réduise à l'unité la diffé- 
rentielle de &, et à zéro celles de b, c, ..., en sorte qu’on ait 


3) db = 0, de 0, Ve 
les équations (16) et les formules analogues donneront 


(LE mme À PA À dy = Day, RES 
du = D, u, de = D, v, 


Par suite, la formule (15) et les formules semblables qui fourniront 
les valeurs de db, dc, ... donneront 


D:aD,z+D,aD,y+...+D,aD,u+D,aD,e+...—:1, 
(18) | D. 0D,x+D,6D,y+...+D,bD,u+D,20D,v+...—o, 
l \ 

D:cDzx+D,cD,y+...+D,cDu+D,cD,v+...—o, 


Or, si dans les équations (18) on substitue pour 


Date M IE D, 
Die: Dia PAR Di, 
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leurs valeurs tirées des formules (17) et des formules analogues, on 


trouvera 
| (a,a)[a,a]+(a,b)[a,b]+(a,c)[a.c]+...—:1, 
(19) | (a,a)[b,a]+(a,b)[b, b]+(a,c)[b,c]+...—0, 
| (a,a)[ce, a]+(a,b)[c, b]+(a,c)[c, c]+...—=o, 


les valeurs des quantités 

[aa], [ab], [ac], :.., [ba], [6,6], TCé,cl], 
étant données par des équations de la forme 
(20) LA, K]=D,xD;u—Dy,uD;zxz+D,yD;6—D,6eD;7 +... 


de sorte qu’on aura généralement 


(21) [k,h]=—1[Ah,k] 
et 
(22) CA, A]—0. 


Si les formules (19), respectivement multipliées par des facteurs 
indéterminés æ&, 6, y, ..., sont ensuite combinées ensemble par voie 
d’addition, alors en posant, pour abréger, 


Ài={a,ala+{[b,a]S+[c,a]y+..., 
(23) {m—=[a, bla+[b,b]6+T[c, b]y+..., 


v—{a,cla+[b,c]6+[c,c]y+..., 
-on obtiendra l'équation unique 
(24) | (a a)l#(a b)p+(a,c)y+...—=a, 


qui équivaut seule au système des formules (19). D'ailleurs il est 
clair que l’équation (24) devra continuer de subsister, si l’on y 
remplace a et & par b et 6, ou par e et y, etc. On aura donc géné- 
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ralement 
(a,a)\+(a, b\u+(a,c)}v+...—a, 
(25) ee 
(ce, a)}+(c, b)p+(c, c)v+...—7, 


Les formules (25) permettent de déterminer les quantités 
LD} 180) :..0 100, 

en fonctions des quantités 
la, 61 acl::: 5 dR ok 


Pour arriver à cette détermination, il suffit de considérer les fac- 


teurs &, 6, y, ... comme des clefs assujetties aux transmutations 
de la forme 


(26) [6 «]——T,6]; 
alors, en posant, pour plus de commodité, 
(27) 287... ——1, 


et en désignant, à l’aide de la notation | Auv...|, ce que devient le 
produit Auy... quand on a égard aux transmutations (26) et (25), 
on tirera de la formule (24) 


NTM de 1 
(28) (a, b) — ES RE 
et des formules (23) 
(29) jAuv...|=S{+Ta, a][b, b][c,c]...}, 
la somme alternée 
S[+[a,a][b,b][c,c].:.} , 


étant composée de termes, les uns positifs, les autres négatifs, repré- 
sentés par le produit partiel 


(a alto; bte; 01::.; 
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et par ceux que l’on peut en déduire à l’aide d'échanges opérés entre 
les lettres a, b, c, ..… qui occupent la première place dans les expres- 


sions 
[a,a], [b,6], [c,c], 


D'ailleurs, on tirera des formules (25) 
(30) _ In... IS[H(a@a)(b,b)(ce)...]—: 
ou, ce qui revient au même, 
(31)  Sf+la,a][é,6][c,c]...} S[H(a,a)(b,b)(c,c)...]=1; 
et, comme la somme alternée 
S[+(a,a)(b,b)(c,c)...] 


conservera généralement une valeur finie, on conclura, de la for- 
mule (29), que la quantité | Auv...| ne se réduit pas à zéro. Cela 
posé, les valeurs des expressions | 


Hal (Ch (D ch, 


représentées, en vertu de la formule (28) et des formules analogues, 
par des fractions dont | Auv...| sera le commun dénominateur, ne 
deviendront ni infinies, ni indéterminées. Ajoutons qu’en vertu des 
équations (13) et (14), jointes aux formules 


EL EE TA. RP LAURE. | 
Es. ADN ST - Gant Fr: +" SAT FABuE: 1° x 
: SOS. Ron... > FANS... | 
Aie ions AA: L Care FAuv...|” Re EPST A : 
lypv...l lAyv...| LAuy.… | 
C,a) = — » CES D Reis ; " 
“CA 7URNE CRT Po ARRET 
on aura 
(33) Faure 0, rad. l2<0, FAuY: 120, 
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et de plus 
RES yev...|=—TAna...| ie 
(34) | Hole thus: | 


Les équations (19) sont précisément celles que j’ai données dans 
le Mémoire lithographié en 1832 ('), comme propres à déterminer les 


quantités 
(8H); (8,0) 5:57 CR 


en fonctions des quantités 
DOME ON D CR ARR NE à 


Pour qu’il ne restàt aucun doute à cet égard, 1l convenait, comme l’a 
remarqué M. Liouville, de prouver que les valeurs de 


(ADR ACER ii 


HAE * 4e : : 0 
déduites des équations (19), ne sont ni infinies, n1 de la forme =: 


Or c’est là ce que prouve, en effet, la formule (30) ou (31). 


. 921. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Suite du Mémoire sur les différentielles 


et les variations employées comme clefs algébriques. 


C. R., T. XXXVIL, p. 57 (18 juillet 1853). 
S II. — Variations employées comme clefs algébriques. 


Soient données entre la variable #, z fonctions de £ désignées par 
æ, Y, 3, .., et r autres fonctions de { désignées par u, p, w, ..., des 
équations différentielles, en nombre égal à 27, et de la forme 


( Dex — [PRE Dr NW 0 Dis D ie 


I { 
(D) { D,u ——D,0Q, D, ——D,Q, D,w ——D.0Q, Me 


(1) CEuvres de Cauchy, S. I, T. XV. 
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Q représentant une fonction de æ, y, 3, ..., u, v, w, ..., 4. Les inté- 
grales de ces équations fourniront les valeurs des inconnues x, y, 
3, ..., U, V, w, ..., exprimées en fonction de £ et de 27 constantes 
arbitraires &, b, c, .... Concevons maintenant que l’on fasse varier 
ces constantes arbitraires, et désignons, à l’aide des lettres caracté- 
ristiques à, À, des variations prises dans deux systèmes différents. 
On aura, en nommant s une fonction quelconque de a, b, c, ...,£, 


=D, ,sd0 + Dis00 + D sc +..., 
As =D,s4a+D,s4b+D,sac+..., 


et l'on pourra, dans ces équations, attribuer aux variations 
de OÙ O0 Aa, Ab, Ac, 


des valeurs finies quelconques. Ajoutons que, si s est fonction non 
plus de a, 8, c, ...,t, mais de x, y, 3,...,u, +, w, ..., t, on aura 


(a) ds —D,sdx +D,sdy +...+D,s0u + D,sdv +..., 
2 
| as 


=D,saxz+D,s47+...-D,sau+D,sa4r +... 


On trouvera, par exemple, en posant s — Q, et eu égard aux équa- 
tions (1), 

0Q —D,zxûdu — D,udx + D, y dv — D,vedy +..., 
| AQ=D,xaqu— Du ax +D,ya4v—D,e4y +... 


(3) 
Cela posé, l'équation identique 

(4) 94Q— 19Q —0, 

jointe aux équations de même forme, donnera 

(5) D,(0, 4) — 0, 

la valeur de (à, À) étant 

(6) D 
puis on en conclura 


(7) (d,4) — const. 


$ 


> 
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Donc la valeur de l'expression (à, À) sera indépendante de £, et se 
réduira simplement à une fonction des constantes arbitraires &, b, 


c, ..., t et de leurs variations. Ajoutons qu’en vertu de l’équa- 
tion (6) on aura évidemment 

(8) (29)=— (8,4) 

et 

(9) (8,2) =0. 


Si, pour fixer les idées, on réduit à zéro les variations des con- 
stantes arbitraires, en exceptant seulement êa, Ab, et en posant 


d’ailleurs - 
OR: A0, 


alors, s étant une fonction de &, b, €, ..., t, on aura 
(10) dE DE As = D,s, 


par conséquent 
(0,4) —[a, b], 


la valeur de [a, [étant 

(11) [a, b]=D,zxD,u—D,uD,z+D,yD,e — DeD,7y+...: 
et l'équation (9), réduite à la forme 

(12) [a, b] — const., 


sera précisément celle que j'ai donnée dans le Mémoire lithographié 
du 16 octobre 1831("),en la tirant d’une analyse à laquelle se réduisent 
les calculs précédents, lorsqu'on a égard aux formules (10), et que 
l’on remplace, en conséquence, les caractéristiques à, À par les 
caractéristiques D, et D,. D'ailleurs, on a généralement 


(13) (9,4) —=[a,b](da ab — dbaa) +..., 


quelles que soient les valeurs attribuées aux variations des con- 
stantes. Donc l'équation (6), obtenue plus récemment par les géo- 


(1) Œuvres de Cauchy, S. I, T. XV. 
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©: 
1 


mètres, pour le cas où l’on suppose les variations de &, b, c, 
indépendantes de £, peut se déduire de la formule (11), comme la 
formule (11) peut être tirée de l'équation (6). Il y a plus : on peut 
faire coincider la formule (11) avec l’équation (6) de la manière sui- 
vante. 

Pour que les constantes a, b, c, ... soient arbitraires, il suffit qu’on 
les suppose représentées par des fonctions arbitrairement choisies 
d’une autre constante arbitraire 2 ou #. Alors, en nommant s une 
fonction de a, b, c, ..., t, et en indiquant, à l’aide de la caractéris- 
tique à ou À, des variations relatives à la première ou à la seconde 
hypothèse, on aura, si l’on considère a, b, c, ... comme fonctions 
de k, 


ds = D, s d4, 


et, si l’on considère a, b, ce, ... comme fonctions de #, 


as = Dys ak. 


Par suite, en posant 
Jh I, AK — 1, 


on aura simplement | 
Das = 08, Hrs At, 


et l’on en conclura ù 


(14) LA, A]= (à, 4). 


D'ailleurs, il suffira de substituer, dans la formule (11), aux deux con- 
stantes arbitraires a et b les deux constantes arbitraires 2 et #, pour 
obtenir l'équation 

(15) [A, k]— const., 

dans laquelle on aura 


(16) LA, k]=D,xDyu —DiuD,zx+D,yD,6 —D,eD;y +...; 


et, eu égard à la formule (14), l'équation (15) coincidera évidemment 
avec la formule (3). 
Observons à présent que, en vertu des équations finies qui repré- 


OEuvres de C. — S. 1, t. XIL 8 
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senteront les intégrales générales des équations (1), on pourra consi- 
dérer, non seulement les inconnues æ, y, 3, ..., U, V,W,... comme 
fonctions de & et des constantes arbitraires a, b, c, ..., mais aussi 
a, b,c, ... comme fonctions de æ, y, 3, ...,u, v, , ...,t. Cela posé, 
si, en nommant k, 4 deux fonctions quelconques de æ, y, 3, ..., u, 6, 


L 


W, ..., l, On pose 


/ 


(17) (h,k)=D,hD,k—D,RD,k+D,hD,4—D,hD,k+..., 


on prouvera, comme dans le $ 1, que les quantités (a, b), (a,c), ..., 
(b,c), ... peuvent être exprimées par des fonctions rationnelles des 
quantités [a, b], [a,c], ...,[b,c], .... Done, si l’on prend pour #, # 
deux quelconques des quantités a, b, c, ..., la formule (15), qui sub- 
sistera toujours dans cette hypothèse, entraînera la suivante : 


(18) (A, k) = const. 


Au reste, sans recourir aux calculs effectués dans le $ I, on pourra 
sans peine établir la formule (1), en considérant d’abord le cas où les 
constantes arbitraires a, b, c, ... se réduisent aux valeurs particu- 
lières qu’acquièrent les inconnues æ, y, 3, ..., u, 6, w,..., pour une 
valeur donnée, par exemple pour une valeur nulle de la variable £. 
En effet, soient x, y, Z, ..., U, V, W, ... Ces valeurs particulières, en 
sorte qu’on ait, pour { — 0, 


| æ —X, Y =}; B'ES 13 ns 


(19) 


| u—=u, DES Vs PE w, 
On aura, en vertu des équations (15) et (16), 
(20) [ 2, k] = D,xDyu — D,u D;x + D,y D;v — D,v D,y re 


D'ailleurs, si l’on prend pour k et # deux quelconques des quan- 
tités x; Y, 2, 4.., 0, Ÿ, W,1.4icles termes de la'suite D,x, D, y, 
D,z, .., D,u, D, v, D,w, ..., et ceux de la suite D,x, D,y, D;,z, ..., 
DLu, D;v, D;w, ... s'évanouiront tous, à l'exception des termes D, 4, 
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D,#, qui se réduiront l'un et l’autre à l'unité. Cela posé, il ést clair 
que la formule (20) donnera 


Ti HER S Re À 


à moins que X et # ne se réduisent à deux termes correspondants des 


deux suites 


X» Y, Z, .... 


ÈS FO MÉRITE 
et que, dans cette dernière hypothèse, on aura 
(22) [h,k]=—1[4,hA]=—=:1, 


si À représente un terme de la suite x, y, z, ..., et Æ le terme corres- 
pondant de la suite u, v, w, .... On trouvera effectivement 


ELU MAR ER ÉMIS AS 


(23) 
[u,x]=—1, [v,Y]=—:1, [w,z]—=—1, FAT 


et les autres expressions de la forme [A,#[, non comprises dans les 
formules (23), mais relatives au cas où 2, # représentent deux des 
quantités X, y, Z, ..., U, V, W, ..., se réduiront à séro. 

D'autre part, si, en désignant par s l’une quelconque des incon- 
nues æ, Y; 3, +. U, 9, w, ..., et par / l'une quelconque des con- 
stantes arbitraires x, y, Z, ..., u, v, W, ..., On pose ès — D,s, la for- 
mule (6) donnera 


(24) (d, A) = dx D; u — duD,x + dy D;e — d0D,;y +...; 
et, comme, en vertu de l'équation (7), la valeur précédente de (5, À) 
.ne sera point altérée si l'on y pose { — o, on aura nécessairement 


(25) dx D;,u—duD;x+0dyD,v— d6D,7y +... 
2 | 
{ —0x D,u — du D, x + ôy D, v — dv D,y +... 

Soient maintenant 2 un terme quelconque de la suite x, y, z, ..., et 
k le terme correspondant de la suite u, v, w, .... On tirera de la for- 


mule (25), en posant / — L, 


\ 
(26) x Dyu—duD,x+odyDyre—dvD,y+...——ûùk, 
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et, en posant /— #, 


(27) dx Dyu — du D, x + dy Dy 6 — de Dy y +...— dA. 


Si dans les formules (27) et (26) on substitue à 4, è4 leurs valeurs 
données par deux équations de la forme 


(28) A—D,;lôx+D,1dy +...+D,1ldu+D,l1d6+..., 
on trouvera 


D.hôz+D,hôy+...+ D; h du + D, h dv +... 


(29) « = Dyudx + Dy6 dy +...— Dyx du — D, y dv —... 

et 

(30) | D,kôx+D,kdy+...+ D, k du + D, k de +... 
—=—D,;udx +D,e dy +...+ Dyx du + D, y dv +... 


Ces deux dernières formules devant subsister, quelles que soient les 
variations êæ, dy, ès, ..., du, de, w, ..., on en conclura 


Dih— Du, De 0,6 D,h= D; 
( y 


(31) » à 
Dih=-= Dix, D, ——D;7y, D,h —=—D,:, 
et | À 
D,k—=—D;u, D,k——D,r, D.£——D,;w, , 
(32) 


Dit Di DES Di, DRE CDS, 
En vertu des formules (31) et (32), on aura évidemment 
(33) Ca, k) = TR, KT, 
par conséquent, en ayant égard à l'équation (22), 
(34) (A, k)=— (4, h) =1. 


Ajoutons que, si l’on nomme k, k’ deux termes distincts de la suite x, 
v, Z, .., @t #, #’ les deux termes correspondants de la suite u, v, 
w,..., On aura encore, en vertu des formules (31) et (32), 


Ch h)=[4, k]=0,  (4,k)=[A,h]—0, 
(A, k)=[4h]=0,  (kh)=[A,k']—=0o. 


Re in 


4 FEHE 


Or 
“A1 1? 
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Done, en définitive, si l’on nomme et # deux termes de la suite x, y, 
Z,..., U, V, W,... qui ne se réduisent pas à deux termes correspon- 
dants des deux suites x, y, Z, ...; u, V, W, ..., On aura toujours 


(35) (k, k)=0. 


Il en résulte aussi que la formule (33) subsiste toujours, quand on 
prend pour 2 et # deux termes quelconques de la suite x, v, z, ..…., 
u, vV, W, .... Donc alors la formule (15) entraine avec elle la for- 
mule (18). Ê 

Considérons maintenant le cas général où k, # représentent deux 
constantes arbitraires quelconques, introduites par l'intégration des 
équations (1). Ces deux constantes arbitraires ne pourront être que 
des fonctions de x, y, z, ..., u, v, w, ..…., et, si l’on attribue à ces 
dernières quantités les variations Ôx, dy, èz, ..., du, dv, dw, ..., les 
variations correspondantes de 2 et # seront données par les formules 
(36) dh = D, A dx + D, 4 dy +...+ D, A du + D, A dv +..., 

| 8k—D,# dx + D,kôy +...+ D, du + D,kÔv +... 

D'autre part, en vertu des intégrales générales des équations (1), on 
pourra considérer non seulement æ, y, 3, ..., u, , æ, ..., comme 
fonctions de x, y, Z,u.., U, V, W, ..., l, MAIS AUSSI X, Y,Z, ..., U, V, 
W, D. et, par suite, 2, # comme fonctions de x, Paris Up, 
#, ..., t; et alors, à la place des formules (36), on obtiendra les sui- 
vantes : 


( dk — D, h dx + D, A dy +... + D, À du + D,h dp +... 
7 FA kde + D Éd) Em Dokôu + DEdv +. …. 


Or, des formules (37), jointes à l'équation (19), on tirera 
(38) [9h dk|—(A,k), 


pourvu que l'on représente, à l’aide de la notation |d484|, ce que 
devient le produit 24 4 dans le cas où l’on considère les variations 


MAT di... 0ù dv, dw, 
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comme des clefs assujetties aux transmutations 


(| x du 1, dy à 1, Oz dw— 1, ; ES 


3 
(59) | dudr ——1, dP dy — —1, Oz ——1, AAC 


et où l’on remplace par zéro les produits binaires des mêmes varia- 
tions, non compris dans lez formules (39). D'ailleurs, de la for- 
mule (38), jointe à l'équation (34) ou (35), il résulte : 1° que l'on 
aura 


(4o) [OR OK] —1, [Ok dh| ——1, 


si l’on prend pour 2 un terme de la suite x, y, z, ..., et pour # le terme 
correspondant de la suite w, #, æ, ...; 2° que l’on aura, au contraire, 


(41) [2h dk|—0, 


si l’on prend pour 2 et # deux termes de la suite x, y, z, ..., u, v, 
W, ... qui ne se réduisent pas à deux termes correspondants des 
deux suites x, y, Z, ...; u, v, W, .... Cela posé, la valeur générale de 
l'expression | 84 ôk|, tirée des formules (36), sera évidemment celle 
qu'on obtient quand on considère les variations Ôx, dy, dz, ..., ôu, 
N N . . . 

0v, 0W, ... comme des clefs assujetties aux transmutations 


ox du — 1, dy dV — 1, ÔZ OW — 1, LS 


e) ou x — — 1, OVOY ——1, OWÔZ——1, RE 


et quand on remplace par zéro les produits de ces mêmes variations, 
non compris dans les formules (42). Or, en opérant ainsi, on trouvera 


Oh dk = D,h Dik — Dh D,k + D,AD,4— D,AD,# + ...; 
et, comme la formule (38) donne généralement 
(43) (A, k)=T0h OK], 
on aura encore 
(44) (kk)=D AD k—-D ADA+D,AD,A—D,AD,4+...; 


puis, de la formule (38), comparée à l'équation (17), on conclura que 
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la valeur (k, #) n’est pas altérée, quand on y pose { — 0, et, par suite, 
PRE à v=Y, 322, ur NU, PV, W=W, 


On aura donc généralement (2, #) — const., conformément à l’équa- 
tion (18). 

La formule (43) offre encore un moyen facile de calculer les 
valeurs des expressions de la forme (4, #), et d'établir leurs diverses 
propriétés. C’est ce que l’on verra dans un prochain article. 


962. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur l’interpolation, ou remarques 


sur les remarques de M. Jules Bienaymé. 


C.R., T. XXXVIL, p. 64 (18 juillet 1853). 


Le Compte rendu de la dernière séance renferme un Mémoire lu à 
l’avant-dernière par M. Jules Bienaymé, à un moment où j'étais 
absent. Ce Mémoire est intitulé : Remarques sur les différences qui dis- 
tinguent la methode des moindres carres de l'interpolation de M. Cauchy, 
et qui assurent la supériorité de cette méthode. En lisant ce titre, on 
pourrait croire la méthode des moindres carrés, toujours et sous tous 
les rapports, préférable à la nouvelle méthode d’interpolation que 
j'ai donnée en 1835. Toutefois, cette conclusion ne serait pas légitime. 
Pour mettre le lecteur à portée de se former une opinion à cet égard, 
j'ai cru devoir à mon tour comparer l’une à l’autre les deux méthodes. 
L’algorithme dont j'ai fait usage en 1835 facilite cette comparaison, 
en réduisant les diverses méthodes proposées par les géomètres, pour 
la résolution des équations linéaires, à quelques formules générales 
et très simples, rénfermées dans les premières pages de mon Mémoire, 
et que je vais indiquer. 

Considérons d’abord 7» inconnues, +, y, 3, ..., w, liées les unes 
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aux autres par 72 équations 
(1) À — 0, VW — 0, CD MS se, 


dont les premiers membres soient des fonctions linéaires de ces 
inconnues. Si la résultante du Tableau qui a pour termes les coeff- 
cients de æ, y, z, ..., æ dans les fonctions , ww, €, ..., 5 ne s’éva- 
nouit pas, on pourra tirer des équations (1) les valeurs de æ, y, 
3, ..., #, en éliminant l’une après l’autre ces inconnues, rangées 
dans un certain ordre, et en remontant de la dernière des formules 
ainsi obtenues à celles qui la précèdent. Si, en particulier, on veut 
éliminer. æ de la deuxième, de la troisième, ..., de la dernière des 
équations (1), il suffira de retrancher de la fonction w®, ou €, ..., 
ou 5 le produit de & par le rapport du coefficient de æ dans w, 
ou €, ..., ou 5 au coefficient de æ dans 4. Si l’on indique, à l’aide de 
la lettre caractéristique A, les différences du premier ordre ainsi obte- 
nues, l’élimination de x entre les équations (1) donnera les suivantes : 


(2) D 0; 00 S0,; Hd A6 = 


Pareillement, si l’on veut éliminer y de celles-ci, à l’aide de l’équa- 
tion A6 — 0, il suffira de retrancher de la fonction A€, ..., ou AS le 
produit de Aw par le rapport du coefficient de x dans Ae, ..., ou AG 
au coefficient de x dans A. Si l’on indique, à l’aide de la caracté- 
ristique A?, les différences du second ordre ainsi obtenues, l'élimination 
de y entre les équations (2) donnera les suivantes : 


(3) AM©—0o, ...,  M$—o. 


En continuant ainsi, on finira par joindre aux équations (1) toutes lés 
formules renfermées avec elles dans le Tableau suivant : 


% — 0, Vb = 6, 26, ERA Do, 
AV — 0, AS = 0, a 2-0, 
(4) LC=6, .. "A6 = y 


ee 
3 

CR 
(| 
© 
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et ce Tableau permettra, non seulement de calculer aisément les 
valeurs de +, y, 3, ..., w, que l’on pourra déduire des seules formules 


(5) À = 0, A = 0, Me =o, AE: A6 = 0, 


_en remontant de l'une à l’autre, après avoir tiré de la dernière la 
valeur de #, mais encore de constater la justesse des calculs par de 
nombreuses vérifications. 

Supposons maintenant les 2 inconnues æ, y, z, ..., w liées entre 
elles par 2 équations exactes ou approximatives 


(6) Di 2 Où Fer À Er ES =0, 


n étant égal ou supérieur à m». Pour déterminer complètement les 
valeurs des inconnues, il suffira encore de résoudre »# équations de 
la forme (1), &, w, ©, ..., 5 désignant 72 fonctions linéaires de &,, 
&, ..., €. D'ailleurs, dans les valeurs de , 4, ©, ..., 5 exprimées 
en fonctions de €,, €, ..., &, pour des équations linéaires, c’est-à-dire 


de la forme 
dd = té Ass H...+ Aie, 
Vo = [Es + Mes... + Mnêns 
(7) CS = Vit + Val +... + Vn ns 
DS ue de ic RS x 
D = 6161 + Gas +...—+ Cuên, 
PS PRO RAS re A ous. PRO ANNE, 


is Ger +, G pourront être arbitrairement choisis sous une seule 
condition, savoir, que les valeurs de 4, #, ©, ..., 5 ne puissent elles- 
mêmes satisfaire à aucune équation linéaire de laquelle serait exclue 
chacune des inconnues æ, y, z, w. On ne doit pas se préoccuper du 
cas où cette condition ne pourrait être remplie; car ce serait là un cas 
exceptionnel, et dans lequel les équations (6) ou se contrediraient 
mutuellement, ou deviendraient insuffisantes pour déterminer les 
valeurs des inconnues. 

[ est bon d’observer que, après avoir formé les équations (1), on 
devra leur substituer d’autres équations desquelles on puisse aisé- 
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ment tirer les valeurs des inconnues, par exemple les équations (5). 
D'ailleurs, on pourra former directement ces dernières, sans passer 
par les équations (1). En effet, les formules (7) donneront 


f 


% ME + À5€ +... «+ ÀnEns 
AV as #84 Pa Ac, —+- P2 AURA +... —+ Pin TER 


(8) A€ = y, fe, + v, A6, +...+ v, de,, 


Am Ame, + Ge Ame, +. + Ch Ame. 


Or, eu égard aux équations (8), on pourra déterminer successivement 
les différences des divers ordres comprises dans les diverses lignes 
horizontales du Tableau 


| €, E9s SERIE b, 

| 1, CARNET: Ÿ 24 AR QREE "PR Ab, 
(9) d Me, te, sr Ates, | AS, 

AM R,, PE LA TE, | AS 


en déduisant, dans la première ligne horizontale, le terme & des pré- 
cédents combinés avec un premier système de facteurs À,, À, .., À: 
puis la seconde ligne horizontale de la première jointe à un second 
système de facteurs ,, 12, ..., u, 5; puis la troisième ligne horizontale 
de la seconde jointe à un troisième système de facteurs v,, v,, ..., 
V3; etc. On se trouve ainsi ramené très simplement, par l'emploi de la 
lettre caractéristique A, à la proposition énoncée par M. Bienaymé, et 
relative à l'indépendance dans laquelle demeurent, en présence les 
uns des autres, les divers systèmes de facteurs 


À, À EE à ke Pas M2 cs ns Vis Vo, cs Vs 


En réalité, cette proposition peut se déduire de cette simple observa- 
tion, que deux fonctions linéaires de æ, y, =, ..., w, identiquement 
égales entre elles, par exemple 


LS et ViEi+ VoËa +... + VyEns 
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ne cessent pas d’être identiquement égales lorsqu'on y remplace une 
ou plusieurs inconnues par leurs valeurs tirées de certaines équations 
linéaires, par exemple æ et y par leurs valeurs tirées des deux équa- 


tions & — 0,  — 0, ou, ce qui revient au même, des deux équations 
% = 0, A — 0, ce qui réduit les deux fonctions citées aux deux sui- 


vantes : 
A, vide, + v,Ae,+...+ v, Ae,. 


Concevons maintenant que, après avoir déterminé les différences de 
l’ordre m» des fonctions €,,€,, ..., &,, on détermine encore leurs diffé- 
rences de l’ordre m +1, savoir 


(10 Ant E Am+1 £e FANS Anr+1 ais 
19 Le 


Ces dernières différences seront ce que deviennent les précédentes 
quand on élimine linconnue æ à l’aide de l'équation A"5 — o, où 
bien encore ce que deviennent les fonctions &,, €, ..., e, quand on 
élimine æ, y, z, ..., æ à l’aide des équations (1) ou (5). Par suite, 
elles se réduiront à zéro, si l’on à 2 — m, ou si les équations (6) sont 
exactes ; et si, » étant supérieur à 72, les équations (6) ne sont qu'ap- 
proximatives, à des constantes d'autant plus petites (abstraction faite 
des signes) que l’approximation sera plus grande. 

En s'appuyant sur les considérations précédentes, on reconnait 
aisément que la méthode des moindres carrés et la nouvelle méthode 
d'interpolation ont toutes deux leurs avantages et leurs inconvénients; 
que les questions auxquelles elles s'appliquent naturellement sont de 
deux genres distincts, la nouvelle méthode étant spécialement em- 
ployée pour résoudre des problèmes où il s’agit de fixer à la fois et 
la valeur des inconnues, et le nombre de celles qui doivent entrer 
dans le calcul; que, pour rendre la méthode des moindres carrés 
applicable à ces problèmes, il serait nécessaire d'emprunter à l’autre 
méthode la règle qui en fait le principal mérite; enfin, que des 
résultats obtenus par la méthode nouvelle on peut souvent déduire, 
avec une très grande facilité, ceux que fournirait la méthode des 
moindres carrés. Telles sont les conclusions qui sont mises en évi- 
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dence dans mon Mémoire, ainsi que je l’expliquerai plus en détail 
dans un second article. 


923. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la nouvelle methode d'interpolation 
comparée à la méthode des moindres carrés. 


C. R., T. XXXVII, p. 100 (25 juillet 1853). 


Ma nouvelle méthode d’interpolation, comme toutes celles qui ont 
été proposées par les géomètres, peut être réduite à la résolution de 
certaines équations linéaires. D'ailleurs, les problèmes que servent’ à 
résoudre les équations linéaires sont de deux genres distincts. Dans 
les uns, le nombre des inconnues est fixé à l'avance, et il s’agit de 
tirer de certaines équations exactes ou approximatives les valeurs de 
ces inconnues. Dans d’autres problèmes, le nombre des inconnues 
que renfermeront les formules n’est pas fixé d'avance, et l'on a, par 
suite, à déterminer non seulement les valeurs des inconnues rangées 
dans un certain ordre, mais encore le nombre de celles que l’on devra 
calculer. Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de construire 
une série ordonnée suivant les puissances ascendantes ou descen- 
dantes d’une variable, et supposée convergente, dans le cas où l’on 
connait, pour diverses valeurs de la variable, la somme de la série. 
Alors, évidemment, on devra rechercher tout à la fois, et le nombre 
des termes après lesquels la série pourra être arrêtée sans que l’on 
ait à craindre d’erreurs sensibles, et les valeurs de ces mêmes termes. 
C’est à la solution des problèmes du premier genre qu'a été générale- 
ment appliquée la méthode des moindres carrés; c’est, au contraire, 
pour résoudre le second genre des problèmes, que j'ai donné en 1835 
la nouvelle méthode d’interpolation. 

D'autre part, les valeurs de »2 inconnues, liées l’une à l’autre par 
n équations linéaires, » étant égal ou supérieur à », peuvent être 
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calculées plus ou moins rapidement et avec une exactitude plus ou 
moins grande. Cette rapidité, cette exactitude peuvent dépendre, non 
seulement du nombre et de la nature des équations données, mais 
encore des méthodes employées pour les résoudre. 
Si l’on a 
R = M, 

c’est-à-dire si» inconnues æ, y, 3, ..., v, w sont déterminées par le 
système de »2 équations linéaires 


(1) % — 0, V% = 0, 


Q 

Î 
© 
(dr) 


= 0, 


les valeurs des inconnues ne dépendront pas des méthodes employées, 
qui toutes conduiront aux mêmes résultats, mais pourront être plus 
ou moins rapides. Alors aussi on pourra obtenir ces valeurs à l’aide 
des formules générales qui les présentent sous la forme de fractions 
dont le dénominateur commun est la résultante construite avec les 
coefficients des diverses inconnues. Mais le calcul des termes compris 
dans le dénominateur et dans le numérateur de chaque fraction sera 
très pénible, si le nombre 7* devient considérable; et lon évitera ce 
calcul si, après avoir éliminé successivement æ, puis y, puis 3, ..., 
puis # des équations données, on remonte de la dermière des for- 
mules ainsi obtenues à la première. De plus, comme, pour éliminer 
une variable æ d’une fonction linéaire 1 à l’aide d’une équation 
linéaire 4 — 0, il suffit de retrancher de la fonction w le produit 
de & par le rapport entre les coefficients de æ dans w# et dans x, 
l'élimination successive des variables æ, y, 3, ..., entre les équa- 
tions (1) réduira les premiers membres de ces équations aux diffe- 
rences de divers ordres indiquées, quand on suit la notation que nous 
avons adoptée, à l’aide de la lettre caractéristique A. Après avoir ainsi 
réduit les fonctions 1, ©, ..., $ aux différences de premier ordre Aw, 
AS, ..., A5, en éliminant x à l’aide de l’équation 


% — 0, 


puis les différences 4e, ..., A$ aux différences de second ordre A°e, ..., 
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A°5, en éliminant y, etc., on pourra substituer aux équations (+1) les 


équations finales 
(2) À — 0, AY = 0, AC —0o, a AS 0, 


que l’on résoudra sans peine en remontant de la dernière, qui four- 
nira la valeur de æ, aux précédentes, qui fourniront, l’une après 
l’autre, les valeurs des inconnues ?v, ..., z, y, æ. | 

Si Pon a 7 > m,-c'est-à-dire si 72 inconnues æ, y, 3, ...,v, 4 sont 
liées entre elles par ? équations linéaires 


(3) Pire À Es — 0, MENÉS Fm 2 


n étant supérieur à #2, il arrivera de deux choses l’une : ou les équa- 
tions (3) seront exactes, ou elles seront simplement approximatives. 
Dans la première hypothèse, toutes les méthodes de résolution con- 
duiront aux mêmes résultats, et l’on pourra se contenter de résoudre 
m équations, choisies arbitrairement dans le système donné, en leur 
appliquant la méthode indiquée pour le cas où l’on avait nr — m. Au 
contraire, dans la seconde hypothèse, c’est-à-dire quand les équa- 
tions (3) seront simplement approximatives, les diverses méthodes 
de résolution pourront différer entre elles sous le double rapport 
de la brieveté du calcul et de l'exactitude des résultats obtenus. 
Alors aussi, pour construire les équations finales, analogues aux for- 
mules (2), on pourra employer deux procédés distincts. Le premier, 
que l’on peut nommer indirect, consiste à substituer aux » équations 
données 7 équations de la forme (1), en prenant pour &, W,€e,...,8 
m fonctions linéaires de €,, &,, ..., e,, et à déduire ensuite des équa- 
tions (1) les équations (2), en éliminant l'une après l’autre les incon- 
nues æ, y, 3, ..., . Le second procédé, que l’on peut nommer direct, 
consiste à déduire directement les équations finales des équations 
données, sans passer par les équations (1). Quand on a recours à ce 
dernier procédé, il n’est pas nécessaire de fixer a priori, et dès le 
commencement de l'opération, les valeurs attribuées aux divers sys- 
tèmes de facteurs par lesquels on doit multiplier €,, &:, ..., e, pour 
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obtenir les fonctions 4, w, ©, ..., 5. En effet, soient 
LT Le dus Fa P2» LR AA Pins Vs Vos …..s Vns 
ces mêmes facteurs, en sorte qu'on ait 


À — À, Es + As Eat. + Àn Ens 
Vo = fliE + Ma€o +... + Un 


© Vi E + V2Eo +... + Vn Ens 


On aura donc 
AV — pi Ae, + pu Aes+...+ pu, Ae,, 


CURE RO US ME RARE RTE AE TION SE à AP CIN TE UN 2 


Par suite, pour obtenir Aw, il ne sera pas nécessaire de commencer 
par construire 1, en assignant immédiatement aux facteurs u,, 
Um, ..., u, des valeurs déterminées; il suffira de réduire, en éli- 
minant æ à l’aide de l’équation | 


ob — 0, 


les fonctions &,, &,, ..., e, aux différences de premier ordre A,, 
A,, ..., Ac,, puis d'ajouter l’une à l’autre ces différences respec- 
tivement multipliées par des facteurs quelconques u,, u, ..., u, 
qui pourront dépendre, si l’on veut, de ces mêmes différences, 
c'est-à-dire des coefficients qu’elles renferment. Pareillement, pour 
obtenir 4°e, il ne sera pas nécessaire de commencer par construire 2, 
en assignant a priori aux facteurs v,, v,, ..., v, des valeurs détermi- 


nées ; 1l suffira de réduire, en éliminant y à l’aide de l'équation 
AV = 0, 


les différences de premier ordre Az,, Ae,, ... As, aux différences de 
second ordre A°?e,, A°e,, ..., 4°e,, puis d'ajouter l’une à l’autre ces 
différences de second ordre respectivement multipliées par des fac- 
teurs quelconques v,, v,, ..., v, qui pourront dépendre, si l’on veut, 
des coefficients renfermés dans ces mêmes différences, etc. 
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Avant d'aller plus loin, nous ferons une remarque importante. 
Pour que l’on puisse tirer successivement des équations (2), et en 
remontant de la dernière à la première, les valeurs des incon- 
nues #, ..., =, y, æ, il est nécessaire que les coefficients de æ dans 
la première, de y dans la seconde, de z dans la troisième, ..., de æ 
dans la dernière, ne s’évanouissent pas. D'ailleurs, chacun de ces 
coefficients étant représenté par la somme de plusieurs termes, on 
n’aura point à craindre qu’il s’'évanouisse, si chacun de ces termes 
est positif. Or, c’est ce qui arrivera toujours, si, € désignant l’une 
quelconque des fonctions e,, e,, ..., e,, le facteur À, ou x, ou v, ... 
qui, dans la somme représentée par «4, ou par Aw, ou par A°e, ..., 
précède la fonction e, ou A:, ou A*e, ..., est toujours une quantité 
affectée du même signe que le coefficient de la première des incon- 
nues comprises dans cette même fonction. Dorénavant, nous suppo- 
serons cette condition toujours remplie dans les équations finales 
formées par le procédé direct; et, dès lors, ces équations fourniront 
toujours pour les inconnues des valeurs finies, qui seront exactes si | 
les équations (3) sont exactes elles-mêmes. 

Concevons maintenant que, pour abréger, on désigne, à l’aide de la 
lettre caractéristique S, par la notation S Àe, ou Sp Ae, ou SyA*e, ..., 
la somme des produits de la forme À,e,, ou p,Ac,, ou v,A*e,, {étant 
l’un quelconque des nombres 1, 2, 3j. A: 0 aurA 


( À — Se, A — Sp Aë, A?€ = SyA:, 


Soient d’ailleurs & le rapport entre les coefficients de æ dans Îles 
fonctions € et À, 6 le rapport entre les coefficients de y dans les 
fonctions Ae et Aw, y le rapport entre les coefficients de : dans 
les fonctions A: et A°e, .... On aura 


(5) Ae—e— ab, A?e — Ac — 6 A, 
ou, ce qui revient au même, 


(6) Aë —e—aSe, A?e — As: — 6Spu Ac, 
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Ce n’est pas tout : les équations (3) étant linéaires par rapport à æ, 
Y, 5, ..., w, chacune de ces équations pourra être présentée sous 


la forme 
ax +by+csz nt ES ny = 


ou, ce qui revient au même, sous la forme 

(7) à ere Ur 

la valeur de € étant 

(8) emkK—ax—by—c:3—...— hw, 


et a, b,c,..., h, & étant des constantes qui recevront, dans la fonc- 
tion e,, certaines valeurs àa,, b,, c,, ..., k,, &,; dans la fonction &., 
d'autres valeurs a.,, b,, c,, ..., h,, k,: ...: enfin, dans la fonc- 
tion e,, d’autres valeurs a,, b,, c,, ..., h,, k,. Cela posé, la premiere 
des formules (4) donnera 


(9) M — SAk4 — xSha— ySÀb —...—wSAA, 


et, par suite, le rapport « entre les coefficients de x dans les fonc- 
tions & et 4 sera déterminé par la formule 


a 
ve re 
De plus, la première des équations (6) jointe à la formule (8) don- 
nera 


(11) Ae — Ak — x Aa— y Ab—...—1v Ah, 


les valeurs de A#, Aa, Ab, ..., Ah étant déterminées par des formules 
semblables à la première des équations (6) et que l’on en déduit en 
substituant à la lettre € l’une des lettres #, a, b, ..., h, de sorte qu'on 
aura, par exemple, 


(12) Ak=k— aSàk. 
OEuvres de C. — S.1,1. XI. 10 
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On établira de la même manière les formules 


(15) : A — Sp AK — ySu Ab — :Su Ac —...— «Sp Ah, 
Ab 
/ SRE nr Ts Date 
(14) rev 
(15) A°te—A?k— yAb—z:Ac—...—w Ah, 


les valeurs de A?#, A°b, Ac, ..., A?h étant déterminées par des for- 
mules semblables à la seconde des équations (6), de sorte qu'on 
aura, par exemple, 

(16) A?k = Ak — 6SuAk, 

En continuant ainsi, on arrivera définitivement aux équations 


(17) A’: — A" }: 2220 og AL k, 
(18) Am —S$SçA"Xk — wSç A"; 


et si de la formule (17) on élimine æ à l’aide de l'équation 4°5 — o, 


on obtiendra une formule nouvelle, savoir 
(19) An+1 E — An+t k, 


qui, jointe aux diverses formules déjà trouvées, fournira les valeurs 
constantes dés expressions de la forme A”*'e, c’est-à-dire des diffé- 
rences 


(20) An+1 CAR An+i és ES An+i Eye 


Ces valeurs, en vertu de la formule (19), seront précisément celles 


des différences 
(a À Ann+1 Ki: An+1 FN ÉES An+! Ac 


Donc ces dernières comme les précédentes se réduiront à zéro, si l'on 
a n — m, où si les équations (3) sont exactes, et si, 7 étant supérieur 
à m, les équations (3) ne sont qu'approximatives, à des quantités qui 
devront être en général d’autant plus petites (abstraction faite des 
signes) que l’approximation sera plus grande. 

Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où le nombre 


m des inconnues n’est pas donné a priori. Supposons, pour fixer les 
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idées, que ces inconnues soient les coeflicients renfermés dans les 
divers termes d’une série convèrgente, dont # représente la somme, 
et que, par suite, les constantes 


Ms lg. ss : là 


expriment » valeurs de cette même somme déterminées directement, 
à l’aide d’un certain nombre d'expériences ou d'observations. Géné- 
ralement ces valeurs, qui pourront être, par exemple, des angles me- 
surés à l’aide d'instruments plus ou moins parfaits, ne seront pas 
exactes, mais entachées de certaines erreurs. que comporteront les 
observations dont il s’agit. Cela posé, concevons que l’on emploie, 
pour la formation des équations finales, desquelles on doit tirer les 
valeurs des inconnues, le procédé direct, qui fournit avec ces équa- 
tions les diverses valeurs de A#, A°#, A°Æ, .... Pour que les valeurs 
de 4”*'Æ deviennent comparables aux erreurs d'observation, il sera 
généralement nécessaire que le nombre entier » acquière une valeur 
suffisamment grande, et telle qu'on puisse, sans erreur sensible, se 
borner à conserver dans le développement de # en série les rm» pre- 
miers termes. Réciproquement, lorsque, 77 venant à croitre, les 
diverses valeurs de A”*'Æ seront devenues comparables aux erreurs 
d'observation, le problème du développement de # en série pourra 
ètre considéré comme résolu. Car, en attribuant aux coeflicients des 
termes conservés les valeurs données par le calcul, et aux coefficients 
des termes négligés des valeurs insensibles, on obtiendra une série 
dont la somme # aura pour valeurs particulières des quantités très 
peu différentes de #,, 4,, ..., 4,, les différences étant représentées 
par les diverses valeurs de A”*'#, et pouvant être en conséquence 
attribuées aux erreurs d'observation. 

En résumé, st, dans le développement d'une fonction k en une série 
convergente, dont chaque terme renferme un coefficient inconnu, on veut 
déterminer à la fois et le nombre n des termes après lesquels on peut 
arrêter la série, sans avoir à craindre d'erreurs sensibles, et les coefjt- 


cients renfermés dans ces mêmes termes, on devra, en adoptant le procédé 
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direct pour la formation des équations finales, porter spécialement son 


attention sur les valeurs des différences des divers ordres 
AK, Mk, A'Rk. 


Le nombre m aura effectivement acquis la valeur qu'il convient de lui 
attribuer, lorsque les diverses valeurs numériques de A"*'k seront deve- 
nues assez petites pour être comparables aux erreurs d'observation que 
comportent les diverses valeurs de k. 

Il est aisé maintenant de comparer entre elles les deux méthodes 
que M. Bienaymé a mises en présence l’une de l’autre, savoir : la mé- 
thode des moindres carrés et la nouvelle méthode d’interpolation. 

Le but ordinairement assigné à la méthode des moindres carrés 
consiste à déduire d'équations approximatives les valeurs d’incon- 
nues dont le nombre est fixé à l'avance. Au contraire, le but spécial 
assigné à la nouvelle méthode d'interpolation, dans le Mémoire 
de 1835, est de déterminer dans une série convergente, propre à 
représenter le développement d’une fonction, non pas les coefficients 
inconnus de certains termes dont le nombre serait fixé à l’avance, 
mais les coefficients des termes que l’on peut négliger sans avoir à 
craindre qu'il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonc- 
ion (voir le Mémoire lithographié de 1835, page 3) ('). 

Dans la méthode des moindres carrés, les divers systèmes de fac- 
teurs sont déterminés a priort, et chacun d'eux se confond avec le 
système des coefficients d’une même inconnue. Au contraire, dans 
la nouvelle méthode d’interpolation, le calculateur, éliminant l’une 
après l’autre les diverses inconnues, dans un ordre fixé primitive- 
ment, et adoptant, pour la formation des équations finales, ce que 
nous avons nommé le procédé direct, détermine successivement les 
divers systèmes de facteurs à mesure que le calcul avance, et réduit 
chaque facteur à + 1, le signe étant celui du coefficient de l’inconnue 


(1) Mémoire sur l'intégration des équations différentiees (Nouveaux Exercices d'Ana- 
Lrse et de Physique, T. 1, p. 327. — OEuvres de Cauchy, S. H, T. XI). 
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qui doit être éliminée la première. De plus, en nommant # la con- 
stante à laquelle une quelconque des équations données réduit une 
fonction linéaire des inconnues, le calculateur arrête le calcul au 
moment où le nombre #2 de ces inconnues devient assez considérable 
pour que les diverses valeurs numériques de, 4”"*'Æ soient compa- 
rables aux erreurs dont la valeur de # est susceptible. Ainsi, ce qui 
distingue surtout la nouvelle méthode d’interpolation, c’est : 1° l’emn- 
ploi de facteurs. dont chacun se réduit, au signe prés, à +71, le signe 
étant choisi comme on vient de le dire; 2° L “emploi des différences de la 
forme A"+'Æ pour déterminer le nombre m des inconnues qui doivent étre 
admises dans le calcul. Remarquons d’ailleurs qu’en suivant la nou- 
velle méthode on n’aura jamais à craindre d’obtenir pour les incon- 
nues des valeurs infinies, comme cela pourrait arriver, si, en réduisant 
les divers facteurs à + 1, on déterminait les signes autrement qu'il 
n'a été dit. 

IL est vrai qu’en suivant la méthode des moindres carrés on pour- 
rait employer, pour la formation des équations finales, le procédé 
direct, comme l’a fait Laplace dans le premier supplément au Calcul 
des probabilités. Mais alors même, pour rendre la méthode applicable 
à la détermination numérique des coefficients que renferme le déve- 
loppement d’une fonction en série convergente, et du nombre #2 des 
termes qui doivent être conservés dans ce développement, 1l serait 
nécessaire d'emprunter à la nouvelle méthode d’interpolation la règle 
qui en fait le principal mérite, celle qui s'appuie sur la considération 
des diverses valeurs de A”*'#. 

Je dirai plus : suffira-t-il de rapprocher ainsi, autant que possible, 
la méthode des moindres carrés de la nouvelle méthode d’interpola- 
tion, pour assurer, en tous points et dans tous les cas, la supériorité 
de la première? Nullement, et quelques réflexions bien simples met- 
tront le lecteur à portée de se former une opinion à cet égard. 

D'abord, après la modification indiquée, la méthode des moindres 
carrés sera loin d’être supérieure à la nouvelle méthode, sous Île rap- 
port de la brièveté des calculs. Au contraire, la nouvelle méthode con- 
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servera sur l’autre un avantage incontestable, puisqu'elle réduira les 
divers facteurs introduits dans les équations finales à l'unité. 

La méthode des moindres carrés sera-t-elle, sous le rapport de la 
précision, toujours supérieure à l’autre? Mais, dans le cas spécial où 
le nombre des équations est égal au nombre #2 des inconnues, toutes 
les méthodes fournissent les mêmes résultats, et alors la meilleure 
est évidemment celle qui exige moins de calcul. 

Si maintenant Le nombre » des équations devient notablement supé- 
rieur au nombre »? des inconnues qui doivent rester dans le calcul, il 
arrivera de deux choses l’une : ou les valeurs données de la fonction 
dont il s’agit d'obtenir le développement en série seront entachées de 
graves erreurs, et alors aucune méthode ne pourra garantir la préci- 
sion des valeurs trouvées pour les inconnues; ou les valeurs données 
de la fonction seront à peu près exactes, et, dans ce cas, surtout si le 
nombre z2 des inconnues devient considérable, les deux méthodes 
fourniront généralement des résultats peu différents. Il y a plus : 
étant données les valeurs des inconnues, telles que les fournit la nou- 
velle méthode d’interpolation, il suffira généralement, pour obtenir 
celles que fournirait la méthode des moindres carrés, d'ajouter aux 
premières des corrections très petites, et que, pour ce motif, il sera 
facile de calculer. M. Bienaymé dit que ce procédé ne tend à rien 
moins qu'à doubler le travail si pénible de l'élimination. Mais, dans le 
Mémoire lithographié de 1835, pour rendre manifestes les avantages 
de la nouvelle méthode, j'en ai fait à la théorie de la dispersion de la 
lumière une application que le Journal de M. Liouville n’a pas repro- 
duite, et j'ai ainsi obtenu un développement dont les diverses valeurs 
étaient précisément celles de la fonction développée. Dira-t-on qu'alors 
la méthode de correction ci-dessus rappelée double le travail et accroit 
de fastidieux calculs? Loin de là, elle prouve, sans calcul, que la mé- 
thode des moindres carrés, rendue applicable à l'aide d’un emprunt 
fait à la nouvelle méthode, aurait conduit le calculateur au même 
résultat, mais plus péniblement, et en exigeant plus de travail. 

Il est vrai que les calculs de Laplace assignent à la méthode des 
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moindres carrés une propriété importante, celle de fournir, comme le 
remarque M. Bienaymé, les résultats les plus probables. Mais cette 
propriété ne subsiste, comme je l’expliquerai dans un autre article, 
que sous certaines conditions; et alors même que ces conditions sont 
remplies, il peut se faire que, pour obtenir les résultats les plus pro- 
bables, la voie la plus courte soit de joindre à la nouvelle méthode la 
méthode de correction dont j'ai parlé. 


024. d 
C. R., T. XXXVIE, p. 109 (25 juillet 1853). 


M. AuGusrix Caucuy présente encore à l’Académie : 


1° Un Mémoire sur les variations des constantes arbitraires que com- 
prennent les intégrales des équations différentielles con$idérées dans un 
. ’ ’ À Ê D jé ; 2€ 
article précédent (page 54), et sur les avantages qu'offre l'emploi des 
clefs algébriques pour déterminer complètement ces variations, lorsque la 
fonction dont les équations différentielles renferment les dérivées se réduit 


à une fonction des deux sommes 


a+ p+ st... +++... 
2° Un Wémoure sur le Calcul des probabilités. 


Les résultats obtenus dans ces deux Mémoires seront développés 
dans une prochaine séance. 


[1 59 J. 
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Memoire sur les coefficients limitateurs 


ou restricleurs. 
S I. — Considérations générales. 
Concevons qu'étant données diverses valeurs particulières 


Uoy Us Us 
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d’une fonction w des variables indépendantes æ, y, 3, ..., 4 avec la 
somme s de ces valeurs dont le nombre peut être fini ou infini, on 
demande ce que devient cette somme, lorsqu'on la restreint à un 
moindre nombre de termes, et que l’on conserve seulement les termes 
correspondants aux valeurs de æ, y, 3, ..., 1, qui vérifient certaines 
conditions. Pour résoudre la question proposée, il suffira évidemment 
de substituer à la fonction w le produit de cette fonction par un coef- 
ficient I qui ait la double propriété de se réduire à l'unité quand les 
conditions énoncées seront remplies, et de s’évanouir dans le cas 
contraire. €e coefficient, que je nomme, pour indiquer son rôle, 
coefficient Æmitateur ou restricteur (') pourra d’ailleurs revêtir un 
grand nombre de formes diverses. Supposons, pour fixer les idées, 
qu'un restricteur doive ou se réduire à l'unité, ou s’évanouir, suivant 
que la variable z est positive ou négative. Ce restricteur pourra être 


représenté par l’une quelconque des expressions 
I t L nf Rte I AS ME 7. 
pif ile Lire mode); 1e —— À}; 
2 Ve 2 rJ, æ 2 RITES 
À e200i da dÀ, 
LÉ D — æ %0 


Si d’ailleurs, en adoptant la notation que j'ai proposée dans un pré- 


cédent Mémoire, on représente par 1, l’une quelconque des expres- 
sions précédentes, un restricteur 1, qui se réduirait à l’unité seule- 
ment pour des valeurs réelles de : comprises entre des limites £,, £,, 


pourra être exprimé à l’aide de la formule 
(1) L = le lei; 


et de cette formule, combinée avec l'équation 


Ne é t 
bar 


(1) Dans les Comptes rendus de 1849, j'avais indiqué les facteurs de cette espèce sous 
le nom de coefficients limitateurs. Le mot restricteurs, qui est plus court, offre aussi 
l'avantage de bien exprimer le rôle que ces coefficients jouent dans le caleul. 
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on tirera immédiatement 


(2) 1=;| CRE | 
? VC —6,}° VCE— E,)° 


Au contraire, en ayant égard à l'équation 


be = f exXx-t)i da dx, 
EE EN FA À 


» © lu 
(3) 1 — — f exû-oi da ni. 


7 2 


— © 1, 


on trouverait 


Pareillement, + étant une fonction réelle des variables x, LR PURE À 
un restricteur qui se réduirait à l'unité seulement pour des valeurs 
de # comprises entre deux limites données »,, », pourra être exprimé 
à l'aide de l’une des formules 


(4) = lo, — | OR 


(5) 1=;| “re PE ue l 
A (à 


(6) = f . etd-ni da A. 
LEE OS 5 


Il sera également facile de trouver un restricteur I qui se réduise à 


l'unité seulement dans le cas où les variables x, Y» 35 ..., L vérifient 
à la fois plusieurs conditions données. Ainsi, par exemple, si 1 doit 
se réduire à l’unité, dans le cas seulement où toutes ces variables 
sont positives, on pourra prendre 


(7) SRE R::. RS: 


et si I doit se réduire à l'unité, dans le cas seulement où deux fonc- 
tions réelles », æ de ces variables sont comprises, la première entre 
les limites #,, »,, la deuxième entre les limites æ,, w,, on pourra 
prendre 


(8) —- (lie — le.) (low, —  ÉÉRNAQR À 
OEuvres de C. — S.I, 1. XII. 1 
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oubien encore 


(9) =) f [ f LE eta0-v)+6tu-wi de dB dà du. 


L'introduction des restricteurs dans le calcul permet de résoudre 


facilement une question qui n’est pas sans impoftance, et que nous 
allons indiquer. 


Considérons x variables réelles 


et 2 intégrales définies réelles 


io) Rte [ra Le f Var, [ Wa, 


À +, ww, 


X étant fonction de x, Y de y, ..., V de v, W de w. Le produit II de 
ces intégrales sera l'intégrale multiple que présente la formule 


(11) nf fre f 4 XF... VW dx dy. dvd, 
j v+, Ÿs a À w, 


D'ailleurs, en regardant chacune des intégrales (ro) comme une 
somme d'éléments infiniment petits de l’une des formes 


(12) At, EN. NF NU, 


et, par suite, le produit Il comme une somme de produits partiels de 
la forme 


(13) AY... VW dx dy... dv dw, 


on peut demander ce que deviendra le produit IT, si l’on tient 
compte seulement des produits partiels correspondants à des valeurs 
de æ, y, ..., w, qui remplissent certaines conditions, et si, en con- 
servant ceux-ci, on écarte tous les autres. Concevons, pour fixer les 
idées, que les produits partiels conservés correspondent uniquement 
aux valeurs de æ, y, ..., 6, w, qui réduisent une certaine fonction © 
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à une quantité comprise entre deux limites données w,, w,. En nom- 
mant P la somme de ces produits partiels, et en posant 


(14) RS Lou, — lo 00, 


on trouvera 


Ty Yn y x w, 
(15) nf à fl + XF... VWar dy... de dw. 
x, Yy, ÿ, W 


On pourra d’ailleurs donner au restricteur I la forme 


(16) ef es, | 


RTE TCENS 


ou bien encore la forme 


& 


(17) eff edr-w)i d6 dr. 


w 


De l'équation (15), jointe à la formule (13), on tirera 


Ty Yu 7 °W, 
(8) : Re .. ef L AT... V@ dx dy. dvdr, 
Æ; y, », w, 


la valeur de @ étant 


(19) L  É ns Weitr-w)i dû div. 


D'autre part, si l’on pose, pour abréger, 
8 —=V(D,0}, 


et si l’on désigne par la notation 


Ww=w, Ww 


W= Ww, 8 
la somme des valeurs que peut acquérir le rapport 


W 


ere 
8 
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pour des valeurs de æ propres à vérifier l'équation 

(20) : DT, 

et renfermées entre les limites #,, æ,, la formule (19) donnera (voir 
le XIX° Cahier du Journal de l’École Polytechnique) (*) 

se 


w=w, 8 


(21) O — 


Donc la formule (18) DORE être réduite à la suivante : 


Pa P=f ne [TE ras Re de di 4 


On peut, au reste, établir encore cette dernière équation comme il 
suit. | 
Soit w., une valeur de # propre à vérifier l'équation 
des 
7 étant une quantité renfermée entre les limites &,, w,. Si l'on 


[4 


attribue à + un accroissement infiniment petit et positif dr, la valeur 
de æ représentée par æ., recevra un accroissement correspondant 


pe dt 3 Le 
dont la valeur numérique sera =, et la partie de l'intégrale 


j W dw 


w, 
correspondante à ce même accroissement sera 


Tr. 


Cela posé, concevons que les différentielles dx, dy, ..., dv soient, 
dans les éléments (12), des quantités infiniment petites d’un ordre 
supérieur à l’ordre de la quantité infiniment petite représentée 
par dx. Alors, dans la valeur de P donnée par la formule (15), ceux 


F IW dw | 


(1) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. I. 


des éléments de l'intégrale 
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qui correspondront à la valeur + de w et à l'élément dz de la diffé- 
rence w,— w, se réduiront aux proiduts de la forme 


pe 
6 


en sorte qu'on aura 


(23) 15 pa [TS S” dr. 


Or, eu égard à cette dernière formule, l'équation (15) peut être évi- 
demment remplacée par l'équation (22). 

Considérons spécialement le cas où la fonction w est linéaire par 
rapport aux variables æ, y, ..., », æ, et de la forme 


(24) W=az+by+...+ge+hw. 


Alors, en posant, pour abréger, 


(25) a=f “Tdx, n=f de-tide, 


et nommant B,...,G, H, ou w, ...,G, 5 ce que devient A ou 4 quand 
aux lettres +, X, a on substitue les lettres y, F, b, ou ?, V, g, ou w, 
W, #, on tirera des formules (11) et (15) 


(26) I — AB...GH, 


uw, œ 
(27) PE f Î. Ab... Ghelti... dr db. 
w, — © 


Si, les fonctions X, F, ..., V, W étant toutes semblables’ entre 
elles, on suppose les intégrales (10) toutes prises entre les mêmes 


limites, on aura 
ASIE: SOS 


par conséquent 


(28) HR 2", 


Enfin, si l’on suppose 
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v désignant une quantité positive, les formules (25) et (27) donne- 
ront 


(29) A HA X dx, b er Æe-alzi dr, 


I Me id ë | 
; = — AVb...Gheti dr d3. 
(30) P sl Lub.…. GB eti de d9 


Pour montrer une application des formules trouvées, considérons 
en particulier le cas où l’on aurait 


(31) PF ÉT À Sur 
k, K désignant deux constantes positives. Alors on aura encore 


(32) EE à _ 


et l’on tirera des formules (28) et (30) 


9 
P 2 . 
(33) = —= F e® db, 


la valeur de s étant 


2 2 o? 2 
(34) 02 + D Fe FA: 


Si l’on supposait, au contraire, 
(35) Æ=Ke-rv", 


on trouverait 


(36) a= 
et 

LES PET ei r 
(87) T°? 


EU ; PTE b°0? FLE h202\\? 
Cr) Cr) Ce 


le signe £ étant relatif à la variable 0. 
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Si, dans la formule (33) on pose x — 2, elle donnera 


k9 kU 


P de Vé— be v® . 
ue D er 


S IL. — Applications au Calcul des probabilités. 


L'emploi des restricteurs permet de résoudre très aisément un 
grand nombre de problèmes relatifs au Calcul des probabilités, mais 
qu'on n'avait point encore résolus, si ce n’est dans des cas particu- 
liers, et dont la solution, dans ces cas-là même, n'avait été obtenue 
qu'à l’aide d'une analyse difficile à suivre. C’est ce que je vais montrer 
en peu de mots. 

Représentons par 

bi M is 
ñ erreurs diverses que comportent »? quantités 


ki, k>, De Ka 


déterminées à l’aide de certaines expériences ou de certaines obser- 
vations. Soit €, l’une quelconque de ces erreurs, / étant l’un des 
nombres entiers 1, 2, ..., n. Soient encore € une valeur particulière 


attribuée à e,, de un accroissement infiniment petit attribué à e, et 
LUE 


deux limites inférieure et supérieure entre lesquelles l'erreur € est 
certainement comprise. Enfin, concevons que, f(e) étant une fonc- 
tion de €, le produit 

f(e) de 
représente la probabilité de coïncidence de l’erreur e, avec une quan- 
tité renfermée entre les deux limites infiniment voisines 


€, € + de. 
On aura 


(1) | 4 NAME 
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Si les quantités #,, k£,, ..., k, sont déduites d'observations ou d’ex- 
périences de natures diverses, et qui ne comportent pas les mêmes 
facilités d'erreurs, la forme de la fonction f(e) et les valeurs des 
limites t, x pourront varier avec la valeur de /. 

Si, pour fixer les idées, on représente par 


o(e), 4(E), ‘rss (O(E) 
les formes successives de f(e), correspondantes aux valeurs 
OO ROUE 


du nombre /; si d’ailleurs, dans la formule (1), on écrit, au lieu de: 
et de x, y et x», on tirera successivement de cette formule 


rs Ya kr . 
(2) | p(E1) di = 1, L X(E2) des —1, ….., f D(En) den —1, 
q : L 


1 n 


puis on en conclura 


%1 %2 Kn 1 $ 
(3) L L ef Fi: de, =14 
lu Le ln 


la valeur de ® étant 

(4) P = pe) {(E2). . : D(En). 

Orilest clair que l'élément 

(5) ® de, de,...de, 

de l'intégrale multiple qui forme le premier membre de l’équa- 
tion (3), sera le produit des éléments 

(6) (Er) dés, X(E») dés, +. (En) den, 

compris dans les intégrales simples qui forment les premiers membres 
des équations (2). Il représentera donc la probabilité de la coinci- 
dence simultanée de la première erreur avec une quantité comprise 


entre deux limites infiniment voisines et de la forme e,, €, + de,, de 
la seconde erreur avec une quantité comprise entre deux limites de la 
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forme £,, €, + de,, ..., de la nine erreur avec une quantité comprise 
entre deux limites de la forme &,, €, + de,. 

Soit maintenant w une fonction donnée des erreurs £,, £,, ..., €, 
et nommons P la probabilité de coincidence de cette fonction avec 
une quantité comprise entre les deux limites w,, w,. Pour obtenir P, 
il suffira évidemment d’écarter de l'intégrale (3) les éléments corres- 
pondants à des valeurs de &,, €,, ..., e,, qui produiront des valeurs 
de w situées en dehors des limites &w,, w,, et de conserver tous les 
autres. On y parviendra en multipliant l'élément (5) de l'inté- 
grale (3) par un restricteur I qui ait la double propriété de se 
réduire à l'unité quand la valeur de w tombe entre les limites w,, w,, 
et à zéro dans le cas contraire. On aura donc 


Xi Le ; Xn 
ET “4  f IV dé: de,. 
Li ts A 


Ajoutons que la valeur de I pourra se déduire de la formule (16) 


Pass 
SI 
nr 


ou (17) du $ I. On pourra donc prendre 


w, C2) 
(8) far [ [ eT-w)i dr dO. 
5 27. 0), — © 


Si les quantités #,, #,, ..., 4, sont déduites d'observations ou d'ex- 
périences de même nature, qui comportent les mêmes facilités d’er- 
reurs, les fonctions 

QUE LR. ::5: OS) 
deviendront toutes égales; et, en désignant par f(e) l’une quelconque 


d’entre elles, on aura 
(9) Fate). (Ces) 


Alors aussi les limites inférieures et supérieures des intégrales (2) 
ne varieront pas dans le passage d’une intégrale à l’autre, et, en dési- 
gnant toujours ces limites à l’aide des lettres &, x, on aura 


% r 4 y. 
(10) ne . ef IT de, de,...de,. 
t t t 
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Si l’on ne peut assigner a priori aucune limite inférieure ni supé- 
rieure AUX ETTEUTS E€y, Eos +. €7s La formule (10) donnera 


{un ds rh ef 12 de, des. de. 


Enfin, si l’on veut que l'erreur w tombe entre deux limites égales aux 
signes près, mais affectées de signes contraires, et si l’on pose en 
conséquence : 


v étant une quantité positive, la formule (8) donnera 


D'ou 
(12) if :i et -w)i dr dO. 
CRE ANS JO 


- 


Considérons spécialement le cas où l'erreur w est une fonction 
linéaire des erreurs €,, €,, ..., e,, et où l’on a, par suite, 


(13) @,= ME + st +...+ ner) 


À,, À, ..., À, étant des facteurs constants. Dans ce cas, en posant, 
pour abréger, 


x , 
(14) a=f ei f(e) de, 
[ 


et en nommant 44, db, ..., %, Ce que devient 4 quand on y rem- 
place successivement la lettre À par les facteurs À,, À,, ..., À,, on 
tirera des formules (8) et (10) 


I TU. 
(15) Pl [ 3 #3 db eTi dr dO. 
7 ü), — © - . 


Si d’ailleurs on n’assigne a priori aucune limite aux erreurs &,, 
€», -.., En, et si l’on veut que l’erreur w tombe entre les limites — v, 
+ v, les formules (14) et (15) donneront 


(16) «= f e Mi f(e) de, 


he vs 
— — Ori 
(17) P = fau. dx dÿ. 
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De plus, l'équation (1), à laquelle devra satisfaire la fonction (2) 
donnera 


(18) fox. 


Si l’on suppose, en particulier, 
(19) f{e)=Kerie, 


k, K étant deux constantes positives, on tirera de la formule (18) 


| More VE 
T 

et l'équation (17) donnera 

… 
(20) P= Fe e—® d, 

0 

la valeur de s étant déterminée par les formules 
(21) Ses: A+ +...+ 2. 


Si l’on suppose, au contraire, 


(22) no Hé=kere 
on tirera de la formule (18) 
k 
K = -; 
2 
et l'équation (17) donnera 
æ ei r 


(23) Ps 


Rs 7 A2 6° HE ALI LAN 
I + ) rte Dies 


le-signe £ du calcul des résidus étant relatif à la variable 0. 


Si, dans la formule (23), on pose r = 2, elle donnera 


92 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


Pour montrer une application des formules qui précèdent, sup- 
posons que l'on veuille déterminer les valeurs des » inconnues æ, 
Y, -.., ?, w liées aux quantités 4,, #,, ..., #,, par nr équations 
approximatives de la forme 


(25) ar +biy+...+ gi +luw=k,, 


[étant l’un quelconque des nombres entiers 1, 2, ...,n,etn étant 
supérieur à 7. Pour obtenir la valeur de +, il suffira de multiplier 
chaque équation par un certain facteur À,, puis d'ajouter l’une à 
l’autre les diverses formules ainsi obtenues, en choisissant les fac- 
teurs À de manière que, dans l'équation finale, le coefficient de x se 
réduise à l’unité, et ceux de y, z, ..., æ à zéro. Si, pour abréger, on 
indique, à l’aide de la lettre caractéristique S, une somme de termes 
semblables les uns aux autres, la valeur de æ sera 


(26) D cn « LUE TA 
les facteurs À,, À,, ..., À, étant déterminés par les formules 
(27) Sa h=1, Sb;ly= 0, es Shi = 0; 


et, si l’on nomme toujours €, l'erreur que comporte #4, l'erreur £ que 
comportera la valeur de æ sera, en vertu de la formule (26), 
(28) EE oPPT TA 

D'autre part, si l’on ne peut assigner a priort à l'erreur e, aucune 
limite inférieure ni supérieure, et si la loi de facilité des erreurs est 
celle qu’exprime la formule (19), la probabilité de la coincidence de 
l'erreur £ avec une quantité comprise entre les limites — v, v sera la 
valeur de P que donne la formule (20), et qui croît pour des valeurs 
décroissantes de la somme 


(29) À = SÀ/. 


Donc la valeur de æ la plus probable sera celle qui correspondra à la 
valeur minimum de A, et qui sera déterminée par la formule 


(30) SA dh,= 0, 
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jointe aux équations (27) desquelles on tire 


(31) Sa dl = 0, Sb, dl, = 0, votes SA; dhy= 0. 


Or les formules (30) et (31) devant se vérifier, quelles que soient 
parmi les différentielles dA,, dÀ,, ..., dh, celles qui resteront arbi- 
traires, il en résulte que À, devra être de la forme 


(32) _M= a+ b;6+...+ hn, 


a, 6,..., n désignant »2 coeflicients nouveaux dont les valeurs pour- 
ront être déduites des formules (27). Il en résulte aussi que la valeur 
la plus probable de x sera fournie par l'équation 


(33) z=a#+8rF+...+nW—=o, 
si, en posant, pour abréger, 


) , rar Kk,;— ŒET. by SL 7 ur: h;w, 


on prend à 


(34) MO, TES ., °W=ESLK, 


Si à la variable æ on substitue l’une des variables ÿ, z, ..., æ, l'équa- 
tion (33) gardera la même forme, les coefficients &, 6, ..., n n'étant 
plus les mêmes; et par suite les valeurs les plus probables de x, 


Y,...., #, w seront généralement celles qui vérifieront les formules 
(35) Æ À 7 na FE Ed 


c’est-à-dire celles que fournit la méthode des moindres carrés. 

De ce qu’on vient de dire, il résulte que la méthode des moindres 
carrés, appliquée à la résolution d'équations linéaires dont le nombre 
surpasse celui des inconnues, fournira toujours les résultats les plus 
probables, si, la loi de facilité étant la même pour les diverses erreurs 
que comportent les quantités fournies par les expériences ou les obser- 
vations, on ne peut assigner à ces erreurs aucune limite inférieure ni 
supérieure, et si d’ailleurs la probabilité d’une erreur comprise entre 
deux limites infiniment voisines est proportionnelle à une exponen- 
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tielle népérienne dont l’exposant soit le produit d’un coefficient né- 
gatif par le carré de cette même erreur. Lorsque ces conditions ne 
sont pas remplies, la méthode des moindres carrés peut fournir pour 
les inconnues +, y, 3, ..., », æ des valeurs qui diffèrent sensiblement 
des valeurs les plus probables. C’est effectivement ce que l’on peut 
conclure des formules établies dans ce Mémoire, et ce que j’expli- 
querai plus en détail dans un prochain article. 


220. 


CALCUL DES PROBABILITÉS. — Sur les résultats moyens d'observations 


de même nature, et sur les résultats les plus probables. 


C.R., T. XXXVIL p. 198 (8 août 1853). 


L 


Supposons »2 inconnues liées, par » équations linéaires et approxi- 
matives, à z quantités fournies par des observations de même nature, 
et dont chacune comporte une certaine erreur e&. On pourra, de ces 
équations multipliées par certains facteurs À,, À,, ..., À,, puis ajou- 
tées entre elles, déduire une équation finale propre à déterminer la 
première inconnue æ, et la valeur de x ainsi trouvée sera ce qu’on 
appelle un résultat moyen. Si l’on connaît la loi de facilité de l'erreur € 
et les limites entre lesquelles cette erreur est certainement comprise, 
on pourra, des formules établies dans le précédent Mémoire, déduire 
la probabilité P de la coïncidence de l'erreur &, que comportera le 
résultat moyen, avec une quantité numériquement inférieure à une 
certaine limite v. Cette probabilité varie avec les facteurs À,, À;,..., À» 
que l’on peut choisir de manière à obtenir la plus grande valeur pos- 
sible de P; et à cette plus grande valeur de P correspondra la valeur la 
plus probable de x, qui dépendra généralement de la limite v et de la 
fonction f(£) propre à représenter la loi de l'erreur :. D'ailleurs, 
: venant à croitre, la fonction f(e) peut décroître assez rapidement 
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pour qu'on puisse, sans erreur sensible, négliger les valeurs de cette 
fonction correspondantes à des valeurs de £ situées hors des limites 
entre lesquelles l'erreur £ est certainement comprise. C’est à ce cas 
spécial que se rapporte le présent Mémoire; et, en supposant remplie 
la condition qui vient d’être énoncée, j'établis les formules très 
simples qui déterminent la valeur la plus probable de l'inconnue +. 

D'après ces formules, la valeur de æ la plus probable ne deviendra 
indépendante de la valeur assignée à la limite v que pour une forme 
spéciale de la fonction f(e), qui renferme deux constantes arbi- 
traires c, N. De ces deux constantes, la seconde W est la seule qui 
serve, avec les coefficients des inconnues dans les équations données, 
à déterminer les facteurs À,, À:, ..., À,. Si on la suppose réduite au 
nombre 2, les résultats moyens les plus probables seront précisément 
ceux que fournirait la méthode des moindres carrés. Mais il en sera 
tout autrement si le nombre N cesse d’être égal à 2. Concevons, pour 
fixer les idées, que les inconnues se réduisent à une seule +, et que 
les coefficients de cette inconnue, dans les équations données, soient 
inégaux ; alors la valeur la plus probable de l’inconnue x sera fournie, 
si l’on suppose N = 1, par une seule des équations données, savoir, 
par celle dans laquelle le coefficient de æ offrira la plus grande valeur 
numérique, et, si l’on suppose N très grand, par l'équation finale 
qu’on obtiendra en ajoutant l'une à l’autre les équations données, 
préparées de manière que dans chacune d'elles le coefficient de x 
soit positif. 


$ L. — Considérations générales sur la probabilité des résultats moyens, 


et sur les résultats les plus probables. 


Soient, comme dans le précédent Mémoire, 


k,, k,,...,k, des quantités fournies par l'observation ; 

Es Eos +. , €, 1OS erreurs qu’elles comportent; 

! l'un quelconque des nombres entiers 1, 2,...,n:; 

, x les limites inférieure et supérieure entre lesquelles l'erreur £, est 
certainement comprise ; ë 


“ 
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f(e) de la probabilité de la coïncidence de l’erreur e, avec une quantité 
comprise entre les limites infiniment voisines &, £ + de. 


Supposons encore que, 72 inconnues æ, y, ..., v, w étant liées aux 
quantités #,, #,, ..., 4, par 2 équations approximatives de la forme 
(1) ax + by +... + gi9 + li = ki, 


on tire de ces équations multipliées par certains facteurs, puis ajou- 
tées entre elles, la valeur de l’inconnue æ; et nommons À,,À,,...,2, 
ces facteurs, choisis de manière que l’on ait 


(2) SITE VE Sb;hr= 0, RÉPRC ES SA; = 0, 


la lettre caractéristique $S indiquant une somme de termes semblables 
LA / s* 

les uns aux autres. La valeur trouvée de l’inconnue x et l'erreur Ë 

que comportera cette valeur seront 


(3) = DSAKE ESA 


SX 


Soit maintenant P la probabilité de la coincidence de l'erreur 
avec une quantité renfermée entre deux limites données w,, w,, et 


[/4 


posons, pour abréger, 


(4) (= f ei f(e) de, 


(5) D(9)—9(19)9(1:0)... 9(120). 
On aura 

(6) | | p(o)=1, 

(7) Do) — 7, 


et la formule (15) de la page 90 donnera 


,_ 1 f”sine,0 —sine,0 
: =; f g ® (9) dé. 


Considérons spécialement le cas où l’on aurait - 
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y étant, ainsi que x, une quantité positive, et, de plus, 
(9) ; f(—e)=f(e). 


Dans ce cas spécial, la formule (4) donnera 
(10) e(8)=2 f f(e) cos 0e de, 


et la formule (17) de la page 90 donnera 


NS oi 
A À ji: D(9) cos £r dr d9 
Le 0 0 


2 f* sin@v 
(1) =? f NT @ (9) do 
auf vu? A 
=+|/[ OL ES E 6 #(9)49 +... | 
(12) D,P = % f* d(5) cos6 dô. 
0 


Si l’on ne peut assigner à e, aucune limite inférieure ni supérieure, 


\ 


on aura x — «, et par suite la formule (10) donnera 
(13) g(6)=2 f f(e) cos 6e de. 
0 


Au reste, la formule (13) comprend, comme cas particulier, la for- 
mule (10) que l’on en tire, en réduisant f(e) à une fonction discon- 
tinue qui s’évanouisse constamment, pour des valeurs de € supé- 
rieures à x. 

Si la fonction f(e), sans être discontinue, devient très petite, et 
décroit très rapidement pour des valeurs de e supérieures à x, en sorte 


[ f(e) de — 0, 
* 
L 


alors, la valeur numérique de l'intégrale f f(e) cose de, toujours 


* 


qu'on ait sensiblement 


inférieure à celle de l'intégrale 18 f(e) de, puisqu'on a constamment 


* 
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f(£) > 0, sera elle-même très petite, et par suite, dans la détermina- 
tion de la fonction 4(0), on pourra, sans erreur sensible, substituer 
la formule (13) à l'équation (ro). 

Observons encore que les équations (1), (2), (3) ne sont pas alté- 
rées, quand chacune des quantités 


EE | £1 ki, À 


vient à changer de signe. Il en résulte que, dans le cas où la condi- 
tion (9) est vérifiée, on peut se borner à déduire des formules (5) 
et (11), jointes à la formule (ro) ou (13), les valeurs de P correspon- 
dantes à des valeurs positives des facteurs À,, À, ..., À. 

Observons enfin que de la formule (13) on peut déduire, non seu- 
lement la fonction ©(0), lorsque l’on connaît la fonction f(e), mais 
réciproquement la fonction f(e), lorsque l’on connaît &(0). En effet, 
multiplions les deux membres de cette formule par cosôr, puis inté- 
grons par rapport à 0 entre les limites 0 — 0, 0 — +. Alors, en rem- 
plaçant 7 par e, nous trouverons 


(14) Ne) J e(6) cost de. 
Pareillement, on tirera de la formule (11) 


(15) OETE cosvr. D, P du. 
0 


La probabilité P, déterminée par la formule (11), dépend généra- 
lement de la forme assignée à la fonction f(e) et des valeurs attri- 
buées, non seulement aux facteurs À,, À,, ..., À, mais encore à la 
quantité positive v. En supposant invariable la forme de la fonction 
f(e) et la valeur de v, on peut demander quelles valeurs il convient 
d'attribuer aux facteurs À,, À,, ..., À,, pour que la valeur de P soit la 
plus grande possible, ou, en d’autres termes, pour que la première 
des équations (3) fournisse la valeur de x la plus probable. Or, si l’on 
désigne à l’aide de la lettre caractéristique à des variations corres- 
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pondantes attribuées aux quantités À,, À,, ..., À,, P, et si P est une 
fonction continue de À,, À+, ..., À», il suflira ordinairement, pour 
obtenir le maximum de P, d’assujettir À,, À,, ..., À, à la condition 


(16) dP =0o, 


quelles que soient, d’ailleurs, celles des variations 2À,, À, ..., À, 
qui resteront arbitraires, quand on aura égard aux formules (2) et, 
par conséquent, aux suivantes : 


(17) Sa; 0h, — 0, Sb;dh, = 0, vote SA dd — O0. 


Donc, pour obtenir le maximum de P, il suffira ordinairement d'’ex- 
primer À,, À, ..., À, en fonction de » nouveaux facteurs &,6,...,n, 
à l’aide d'équations de la forme 


(18) D;,P — a;a + b,6 +...+ y, 


puis de déterminer ces nouveaux facteurs, à l’aide des formules (2) 
jointes à la formule (18). 


S IL. — Sur les conditions à remplir pour que les résultats les plus probables 
deviennent indépendants des limites assignées aux erreurs qu’ils com- 


portent. 


Soient toujours & l’erreur que comporte la valeur trouvée de l’in- 
connue æ, et P la probabilité de la coïncidence de cette erreur avec 
une quantité comprise entre les limites — v, + v. Admettons d’ail- 
leurs, comme nous l'avons fait, pour les erreurs que comportent les 
quantités fournies par l’observation, une loi de facilité représentée 
par une fonction f(e) qui reste invariable quand l'erreur € change de 
signe, et qui décroisse très rapidement pour des valeurs croissantes 
de cette même erreur. La probabilité P sera donnée par la formule (11) 
du$ I, etsi, en supposant P fonction continue des facteurs À,, À, ..., À, 
on yeut faire en sorte que P devienne un maximum, on devra les déter- 
miner à l’aide de la formule 


(1) $P = 0, 
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dans laquelle ÔP représente la variation de P correspondante aux 
variations ÔÀ,, ds, ..., OA, des facteurs À,, A», ..., À. D'ailleurs, les 
valeurs de À,, À,, ..., À, déduites de la formule (1), combinée avec 
les formules (17) du $ I, et, par suite, la valeur la plus probable x de 
l’inconnue +, dépendront, en général, des valeurs attribuées, non 
seulement aux coefficients 


dis UT Arp> | Lu, ki, 
que renferment les équations données, mais encore à la quantité 
positive v; et si l’on veut que x devienne indépendant de v, il faudra 
que, v venant à varier, la relation établie par la formule (1) entre les 


quantités dÀ,, dk, ..., 0), demeure invariable; en d’autres termes, 
il faudra que l’on ait 


(2) DLoP =. 


Mais, eu égard à la formule (15) du SI, l'équation (2) entraînera la 
suivante 

(3) dB(r) — 0, 

quelle que soit, d’ailleurs, la valeur attribuée à +. Done, si la valeur 
la plus probable x de l’inconnue x devient indépendante de v, alors 


à la formule (1) on pourra substituer l'équation (3) qui, subsistant. 
quel que soit +, s’accordera nécessairement avec la suivante : 


(4) dD(1)}— 0. 
D'autre part, si l’on pose, pour abréger, 


_ Do g(8) 


(3) m(0) = 0(6) = Dilo(0), 
on aura identiquement 
(6) dD(r)—D(r)Sw(Àt) dy, 


et par suite les formules (3), (4) donneront 
(7) S&(A/T)d = 0, 
(8) S (À) dy = 0. 
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Or, pour que les équations (7) et (8) s'accordent entre elles, il faudra 
que l’on ait 


DAT) __ mt) =  _m(dur) 
(9) DM) (A)  w(l) 


Il est bon d'observer que l'équation (8), jointe aux formules (17) 
du $ I, déterminera les facteurs À,, À,, ..., À, en fonction des coeffi- 
cients @,, b,, ..., k,. Si ces coefficients viennent à varier, À,,À,,...,À, 
varieront par suite, et si, pendant qu'ils varient, la valeur la plus pro- 
bable x de l’inconnue x reste indépendante de v, alors, de la for- 
mule (9) qui ne cessera pas d’être vérifiée, on en conclura qu'un 


rapport de la forme 
(At) 
m(À) 


offre une valeur indépendante de la valeur attribuée à À. On aura 
donc alors 


œ(AtT) _w(t) 
ve QG) œ( 
et, par suite, en supposant % positif, - 
(11) o(T)—=Täw(1), 


M étant une quantité constante. Cela posé, la formule (5) donnera, 
pour des valeurs positives de 0, 


(12) o(9)—e-ct?, 
les valeurs de N, c étant 


NOM R. vi 


D'ailleurs, la valeur de 2(0) étant déterminée par la formule (12), la 
formule (14) du $ I donnera 


(13) = x f ec" cos 0e dO. 
T 0 


Ainsi la loi de facilité des erreurs que comportent les observations 
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devra être une des lois que suppose la formule (13), si l’on veut 
que la valeur la plus probable de chaque inconnue devienne indé- 
pendante des limites assignées à l’erreur que comporte cette valeur 
même. 

Supposons maintenant la valeur de f(e) déterminée par la for- 
mule (13); alors, en attribuant, comme on peut le faire, des valeurs 
positives aux facteurs À,, À, ..., À,, On tirera de l’équation (12), 
jointe aux formules (5)et(11) du SI, 


(14) D(8)= est" 
et | 
bi 2 f es sin 0v dé 
NS A 0 + 
(15) - e 
av 1! I URSS 3 
| Se NE (y) 1 ()+ 
Ns® s” 


la valeur de s étant déterminée par les formules 
(16) SON, ONE AE AT RL EE NT 


Alors aussi P croîtra pour des valeurs croissantes des deux quan- 
ütés s, À, et l'équation (8) donnera 


(17) Sad 0, 
Donc à la formule (18) du $ I on pourra substituer celle-ci : 
(18) NT = Gb b6 + hit, 


Si l’on suppose les inconnues réduites à une seule æ, alors, après 
avoir préparé les équations données de manière que le coefficient a, 
soit toujours positif, on tirera de l’équation (18) 


(19) Wa; 


(20) A 0 


1 
(21) nee Sa": 
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Alors aussi, pour obtenir l'équation finale qui fournira la valeur de + 
la plus probable, il suffira d'ajouter l’une à l’autre les équations don- 
nées, après les avoir respectivement multipliées par les divers termes 
de la suite 


(22) NOT NT 


Si l'on réduit l'exposant N au nombre 2, l'équation (13) donnera 


1 
2 
(23) Fe} (à) er, 
la valeur de k étant 
ER. 
_ ave’ 
alors aussi la formule (18), réduite à 


(24) L=aa+b6+...+ hi, 


conduira précisément aux résultats que fournit la méthode des 
moindres carrés, ce qui s'accorde avec les conclusions auxquelles 
nous sommes parvenu dans le Mémoire précédent. 

Si l’on réduit l’exposant N à l’unité, on tirera de l'équation (13) 


k I 
on AD ere Ur 


, 1 . ë 
la valeur de k étant =" Alors aussi, en supposant les coefficients a, 
dy, +. dy Inégaux, et désignant par a, le plus grand de tous, on 


à | . he 
tirera des formules (20), (21) de très petites valeurs des rapports +, 


À 
à à it re 
FNARES Donc alors, si les inconnues se réduisent à une seule x, 
1 1 


la valeur de x la plus probable sera celle que fournira la seule équa- 
tion 

aws ki: 
Enfin, si l’exposant N devient très grand, les divers termes de la 
suite (22) se réduiront sensiblement à l’unité. Donc alors, si les 
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inconnues se réduisent à une seule +, la valeur de æ la plus probable 
se tirera de la formule qu’on obtient, quand on ajoute entre elles les 
équations données préparées de manière que les coefficients de l’in- 
connue æ dans les premiers membres soient tous positifs. 


M. Aucusrix Caucuy présente aussi un Mémoire qui a pour titre : Sur 
les résultats moyens d'un très grand nombre d'observations. 


21. 


CALCUL DES PROBABILITÉS. — Sur la probabilité des erreurs qui afjectent 


des résultats moyens d ‘observations de même nature. 


C.R., T. XXXVIL, p. 264 (16 août 1853). 


$ L. — Sur la probabilité des erreurs qui affectent des quantités déterminées 


par des observations de méme nature. 


Soient, comme dans le précédent Mémoire, 


k,, k,,..., 4, des quantités fournies par des observations de même 


nature; 
ë,, ©, ..., À les erreurs qu’elles comportent; 
{ l’un quelconque des nombres entiers 1,2, 3,..., 7. 


Supposons, d'ailleurs, les erreurs positives ou négatives également 
probables, et soient, dans cette hypothèse, 


— x, x les limites entre lesquelles l’erreur &, est certainement com- 
prise; 

f(e) de la probabilité de la coïncidence de cette erreur avec une quan- 
tité renfermée entre les limites infiniment voisines €, € + de. 


La fonction f(£), que nous nommerons l'irdice de probabilité de l'er- 
reur £, pourra être transformée en une intégrale définie à l’aide de la 
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formule 
() re)= 2 f o(8) cos Ge dé, 
T 0 


dans laquelle on aura 


(2) e(9=2f f(e) cos @e de. 


La fonction (0), que détermine la formule (2), est donc liée à 
la probabilité f(e), de telle sorte que, l’une de ces fonctions étant 
donnée, l’autre s’en déduit. D'ailleurs, si, dans la formule (2), on 
pose 0 — o, on aura 


(3) p(o)—1 


ou, Ce qui revient au même, 
* 
(4) a f f(e) de — 1. 
0 


La fonction (0) étant supposée connue, on peut sans peine en 
déduire, non seulement la valeur de f(e), c’est-à-dire l’indice de pro- 
babilité de l'erreur €, mais encore la probabilité P de la coïncidence 
de l'erreur e, avec une quantité renfermée entre les limites — €, . En 
effet, cette dernière probabilité sera évidemment représentée par l’in- 


tégrale 
€ € 
# (9) d8 — à [ f(9) 6 
—€ 0 
ou, ce qui revient au même, par le double de l'intégrale 


fe) de, 


prise à partir de e — 0. D'ailleurs, en vertu de la formule (1), cette 
dernière intégrale sera équivalente à 


CE ad sin 0e 
af PO) de. 


LL 


On aura donc 


J CAES 40 sin 0e 
(3) P=Ef o(0) % d9. 
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Soit maintenant 
(6) dde art 


une fonction linéaire des erreurs €,, €, ..., e,. La probabilité P de 
la coïncidence de l'erreur w avec une quantité renfermée entre les 
limites — vu, v sera fournie par une équation analogue à la for- 
mule (5), savoir par celle qu’on en déduit en remplaçant la limite 
par la limite v, et la fonction &(0) par la fonction 


(7) D(92)—9(10)p(X:0)... (220). 


On aura, en conséquence, 


(8) pe = & (0) 2 dé. 
En d’autres termes, on aura 
(9) p= f Pts 
0 
la forme de la fonction qu'indique la lettre F étant déterminée par 
l'équation 
(10) F(u)= 2 f_ @(5) cost d0. 


Cela posé, le produit F(u) du représentera la probabilité de la coin- 
cidence de l’erreur w avec une quantité renfermée entre les limites 
infiniment voisines v, v + du, et le premier facteur de ce produit ou 
la fonction F(vu) sera ce que nous nommerons l'indice de probabilité 
de l'erreur v, considérée comme une valeur particulière de w. L'indice 
de probabilité d’une valeur nulle de w sera donc 


(11) F(o)= À f @(5)40. 


Dans le cas particulier où la fonction w se réduit à la moyenne 
arithmétique entre les erreurs #,, €, ..., €, et où l’on a, par suite, 


Ep+ Eat... + En 
(12) D = É =) 
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la formule (7) donne simplement 


(13) o(n=[e(r)]". 


Les formules (7), (8), (9) et (ro) font dépendre les quantités F(v) 
et P de la fonction ©(0) déterminée elle-même par la formule (2). 
D'ailleurs, de cette dernière formule on peut en déduire plusieurs 
autres qui peuvent lui être substituées plus ou moins utilement, sui- 
vant qu'on attribue à la variable positive 0 des valeurs plus ou moins 
grandes. 

Remarquons d’abord qu’on tire de l'équation (2), en ayant égard à 


LL at à 
la formule cosæ — 1 — 2 Sin° —» 


(14) = f (2 sin) fe) de 


et, en intégrant par parties, 


f(x) sin 6x — [ f'(e) sin 6e de 
(15) p(8) —2 3 . 


D'autre part, si l’on nomme x une variable positive et (x) une 
fonction qui, s’évanouissant pour æ —0o, demeure continue, avec 
sa dérivée y'(æ), pour des valeurs de æ inférieures à une certaine 
limite, on aura, comme on sait, pour de telles valeurs de x, 


x(æ)= zx (na), 


1 désignant un nombre inférieur à l'unité. Il en résulte, par exemple, 
que, pour des valeurs de + très petites, sinæ est le produit de æ par 
un facteur compris entre les limites 1, cosæ; que, pareillement, 
I(1— x) est le produit de —x par un facteur compris entre les 


li . # I . s I f. { 
imites 7, : » et que, par suite, en nommant p un tel facteur, on à 


F4 


L 


[— æ = ex, 
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Cela posé, si l'on fait, pour abréger, 
(16) HT e? f(e) de, 


et si, d’ailleurs, on attribue à la variable positive 0 une valeur assez 
petite pour que le produit 0x soit lui-même très petit, on verra la 
valeur de o(0) donnée par la formule (15) se réduire sensiblement à 
l'exponentielle e-<”, et l’on conclura de cette formule qu’on a en toute 
rigueur 


(17) (8) = eŸ, 


s étant le produit de la constante c par un facteur renfermé entre les 
limites 


(18) cou = ; ) 
2 de \? 
En (asin®) f(e) de 
0 


et à plus forte raison entre les limites 


| 4 [0x 1 
5 33) cn 


La formule (17) permet d'obtenir facilement une valeur très appro- 
chée de la fonction (0), dans le cas où 0 et 0x sont très petits. 


Si, au contraire, on attribue à 0 une valeur qui ne soit pas très 
petite, alors, la valeur de ç n'étant plus très voisine de la constante c, 
la formule (17) devra être abandonnée. Mais alors, surtout si 0 devient 
très grand, on pourra utilement recourir à la formule (15). Considé- 
rons, pour fixer les idées, le cas où la fonction f(e) décroit constam- 
ment, tandis que la variable e, supposée positive, croît à partir de 
zéro. Dans ce cas, f’(e) étant négatif, la formule (15) fournira immé- 
diatement une limite supérieure de 9(0) et donnera 


(20) p(ey< 290). 


Pour montrer une application des formules que nous venons d'ob- 
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tenir, appliquons-les à la détermination de la quantité F(u), ou, ce 
qui revient au même, à la détermination de l’intégrale 


(21) f[ #0) cos dv d8, 


dans le cas où, » étant un très grand nombre, les facteurs À,, À,, 


À, sont des quantités très petites de l’ordre de _ Soit d’ailleurs @ un 
nombre qui soit lui-même très grand, mais tel, que les produits À,0, 
0, ..., À,0 restent très petits. L'intégrale (21) sera la somme des 
deux intégrales 


(22) [ ®(2) cos dv d9, 

n 4 

o 
(23) 1 ® (9) cos 4 d6. 
0 

D'ailleurs, en vertu des formules (7) et (17), on aura, pour des 
valeurs de 0 inférieures à @, ., 
(24) D(2)—e-#, 


la valeur de s étant donnée par une équation de la forme 
S = GA? + Ga? +...+ GnÀ2, 


et les facteurs ç,, 6, ..., 6, étant très voisins de la constante c. Il ya 
plus : on aura encore 


(25) Lise dt 5 D A +A+...+1?, 


s étant une quantité renfermée entre le plus petit et le plus grand des 
nombres €, &, ..., 6», par conséquent une quantité qui sera elle- 
même très voisine de c. Cela posé, l'intégrale (22) deviendra 


[@] 
. (26) 1 es® cos & d6. 
0 


Or cette dernière différera très peu de l’intégrale 


(27) LÉ e-s® cosfu d8, 
0 
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si le produit s0* est un très grand nombre, ce qui arrivera si @* est 
d'un ordre supérieur à l’ordre de _ c’est-à-dire à l’ordre de », ou, en 
d’autres termes, si @ est d’un ordre supérieur à l’ordre de y». Donc 
aussi, sous cette condition, l'intégrale (22) se réduira sensiblement 


à un produit de la forme 


VU 
(28) 16 e A 
la valeur de s étant 
(29) tn 


D'autre part, on aura, en vertu de la formule (20), 


[af(o)1®1 
à PORN 
et par suite l'intégrale (23) sera inférieure au produit 


[2 f(oÿ® I 
(29 Aloe een (R +1)OnFi" 


Donc, si ce dernier peut être négligé vis-à-vis de l'expression (28), 
ce qui arrivera, par exemple, quand la quantité 2 f(o) sera inférieure 
à chacun des produits À,0, 2,0, ..., À,6, l'intégrale (21) se réduira 
sensiblement à l'expression (28), et l’on aura, à très peu près, 


(32) | F(u)= Le 


Vrs 
Alors aussi la formule (9) donnera sensiblement 


#53 
2ÿs 
(33) | p— = [ e-® d6. 
Vr 
S IL. — Sur la probabilité des erreurs qui affectent les résultats moyens. 


Supposons que, les 7 inconnues æ, y, ..., , w étant déterminées 


par 2 équations linéaires approximatives, on déduise de ces équations 
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multipliées par certains facteurs À,, À,, ..., À,, puis ajoutées entre 
elles, l'équation finale qui fournit immédiatement la valeur de l’in- 
connue æ. Cette valeur sera de la forme 


(1) T=ki+hkat...+kn 


la première des équations de condition auxquelles satisferont les fac- 
teurs À,, À,, ..., À, étant elle-même de la forme 


(2) di + dla +.. + Ann =l 


et, si l’on nomme &,, &,, ..., e, les erreurs que comportent les quan- 
tités #,, 4, ..., 4, l'erreur £ de la valeur précédente de x sera 


(3) slt +.. AXE: À 


Enfin, si, des erreurs positives et négatives étant également probables, 
on suppose l'erreur e, certainement comprise entre les limites — x, x, 
la probabilité P de la coïncidence de l'erreur Ë avec une quantité ren- 
fermée entre les limites — v, v, et l'indice de probabilité F(u) de 
l'erreur v dans la valeur de l’inconnue x, seront déterminés par les 
formules (8)et(ro) du SI. 

Il importe d'observer qu’on tire des formules (1) et (3), jointes à 
la condition (2), 


2 Mki+ hat... + Anh 
ne CIYVES As ho +. . + PR 


(4) 


» j ÀnEi+ oo +..: + ÂnEn 

(6) Étant Eai 

Ces dernières valeurs de + et de £ dépendent uniquement des rapports 
entre les facteurs À,, À,, ..., À, et sont aussi celles qu’on obtiendrait 
si l’on cessait d’assujettir ces facteurs à la condition (2). Admettons 
cette dernière hypothèse, et concevons que, les signes des facteurs À,, 
À, -.., À, restant arbitraires, on assigne à ces mêmes facteurs des 
valeurs numériques déterminées. Soit, d’ailleurs, À la moyenne arith- 
métique entre ces valeurs numériques, et nommons A la plus grande 
valeur numérique que puisse acquérir la somme 


dl + dsla +. + «iii 
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La plus grande des valeurs numériques que pourra prendre l'erreur £ 
sera la plus petite possible, et précisément égale au rapport 


na 


(6) Te 

quand les signes des facteurs À,, À,, ..., À, seront choisis de manière 
que l’on ait 
(7) Ali + dela... + Ann = À. 


D'ailleurs, étant donnés les coefficients a,, &,, ..., a, et les valeurs 
numériques des facteurs À,, A+, ..., À,, On Connaîtra la valeur numé- 


1 


rique de chacun des produits 
(8) CETTE CAR bit d Ann; 


et la quantité A, déterminée par l’équation (7), sera la plus grande 


possible lorsque tous ces produits seront positifs, c’est-à-dire, en 


d’autres termes, quand les signes des facteurs 


seront ceux des quantités 


dis Ur #79 Ans 


qui représentent les coefficients de l’inconnue x dans les équations 
linéaires données. Donc un système de facteurs À,, À,, ..., À, qui 
satisferont à cette condition, étant comparé aux systèmes que l’on 
peut en déduire en changeant les signes d’un ou de plusieurs de ces 
facteurs, sera précisément le système pour lequel la plus grande 
erreur à craindre dans la valeur de l’inconnue æ deviendra la plus 
petite possible. Il conviendra donc, dans la recherche de l'équation 
finale qui déterminera l’inconnue æ, d'attribuer au facteur À,, par 
lequel on multipliera une équation linéaire, le signe qui affectera, 
dans cette équation, le coefficient a, de æ. 

Concevons maintenant que, les produits (8) étant tous positifs, on 
fasse varier les valeurs numériques des facteurs À,, À:, ..., À,, en 


“ 
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-supposant, comme on peut le faire, ces facteurs assujettis à la condi- 
tion (2). Les valeurs de + et £ données par les formules (1) et (3) 
varieront, et la valeur la plus probable x de l'inconnue x sera celle 
pour laquelle la probabilité P deviendra la plus grande possible. 
D'ailleurs, pour déterminer la valeur x de l’inconnue æ avec les 
valeurs correspondantes des valeurs À,, À, ..., À,, il suffira, en 


n 


général, de recourir à la condition 
(9) 0Pzxre. 


La quantité x ainsi déterminée, c’est-à-dire la valeur la plus probable 
de l’inconnue x, sera indépendante de la limite v au-dessous de 
laquelle on veut abaisser l'erreur £ de cette inconnue, si la fonction 
f(e) est de la forme 


LA ; 
(10) = f e-% cos 0e d6, 
T 0 
les lettres ce, N désignant deux constantes positives, et si, d'autre 
part, on n’assigne aux erreurs €,, &, ..., €, aucune limite, en sorte 
qu'on puisse poser x — +. Alors on aura 


(11) p{8)= et", 


(12) D(9)— e-s0", 


la valeur de s étant déterminée par les formules 
(13) AS MATE AT + 


Alors aussi l'indice de probabilité F(o) d’une erreur nulle dans la 
valeur de £ sera donné par l'équation 


1 


(14) F(O)= ST (14 7) À 


La valeur la plus probable x de l'inconnue æ est, en vertu de la 
formule (12), et quand on suppose N — », celle que donne la méthode 
des moindres carrés. Mais la même formule conduit à d’autres valeurs 


D 


de x quand N est supérieur à 2. Donc la valeur la plus probable x de 
Euvres de C.— S.1,t.XII. 1) 
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l'inconnue + peut différer sensiblement de celle que fournit la mé-- 
thode des moindres carrés. 

Cette méthode a-t-elle du moins la propriété de fournir la valeur 
de æ la plus probable, dans le cas où, la limite x étant une quantité 
finie, le nombre des observations devient très considérable. Pour 
éclaireir cette question, il convient d'examiner spécialement le cas 
dont il s’agit. C’est ce que je ferai dans le prochain article. 


M. Caucuy présente encore à l’Académie un Mémoire sur la probabi- 
lé des erreurs qu affectent les résultats moyens d’un grand nombre 


d'observations. 


028. 


C.R., T. XXXVIL, p. 293 (22 août 1853). 


M. Aueusrin Caucuy lit un Mémoire ayant pour titre : Sur la plus 
grande erreur à craindre dans un résultat moyen, et sur le système de 


facteurs qui rend cette plus grande erreur un MINIMUM. 


929. 


CALCUL DES PROBABILITÉS. — Sur la plus grande erreur à craindre dans un 
résultat moyen, et sur le système de facteurs qui rend cette plus grande 


erreur un minimum (Mémoire présenté dans la précédente séance). 


C. R., T. XXXVIE p. 326 (29 août 1853). 
$ EL. — Sur la plus grande erreur à craindre dans un résultat moyen. 


Soient, comme dans le précédent Mémoire, 
k,, k,, ..., k, des quantités fournies par l'observation ; 
E,, Eos -., € LS erreurs qu'elles comportent; 
{l’un quelconque des nombres 1, 2, 3, ..., 7. 
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Supposons d’ailleurs que, les erreurs positives ou négatives étant 

également probables, on nomme — x, x les limites entre lesquelles 
l'erreur e, est certainement comprise. 

Enfin, supposons que, »# inconnues æ, y, ..., #, étant liées aux 

quantités #,, 4,, ..., 4, par » équations linéaires et approximatives de 


la forme 
4; X -+- b,y +... + S1 F + hs parer Ky, 


on déduise de ces équations multipliées par certains facteurs À,, 
Âss..., An, puis ajoutées l’une à l’autre, l'équation finale qui fournit 
immédiatement la valeur de l’inconnue 2. Cette équation finale sera 


(1) T=hkit+ke+...+Aks 


les facteurs À,, À,, ..., À, étant choisis de manière à vérifier les con- 
ditions 


(2) Say =1, SbyÀ;= 0, sis Shi; = 0, 
et l'erreur &, qui affectera la valeur de +, sera 
(3) EME + ot... + Ab. 


Concevons à présent que l'on nomme # la plus grande erreur à 
craindre, pour un système donné de facteurs, sur la valeur de l'in- 
connug +; 2 sera, en vertu de la formule (3), le produit de la limite x 
par la somme des valeurs numériques des facteurs À,, À,, ..., À,, et 
l'on aura, en conséquence, 


(4) ERA; 
la valeur de A étant 
(5) AVR +VA+... += SV. 


Il est bon d'observer que, les 2 facteurs À,, À, ..., À, étant liés 
les uns aux autres par les formules (2), on pourra généralement 
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exprimer »2 d’entre eux, par exemple les facteurs 
Au A ee des 
en fonction de z — m facteurs restants 
Arts NE ice 
On doit seulement excepter le cas particulier où l’on aurait 
(6) SE db... gi RS. 


De plus, en laissant de côté ce cas exceptionnel, on pourra éliminer 
de la somme A les facteurs À,, À, ..., À. Pour y parvenir, il suffira 
de retrancher de la formule (5) l’équation qu’on obtient en ajoutant 
l'une à l’autre les équations (2), respectivement multipliées par des 
coefficients arbitraires &, 6, ..., n, puis de choisir ces coefficients 
de manière à faire disparaître dans la valeur de A les termes propor- 
tionnels aux facteurs À,, À, ..., À. On trouvera ainsi, en premier 


lieu, 


(7) A a+ a+ dada +... + AnÂns 


la valeur de &, étant 


À 
(8) Qy == en US D: 0 ce, — Rhin, 

Vi? 
puis ensuite ‘ 
(9) A = à + m+1 Âm+1 + Um+2 \m+2 + + Re FR 


les coefficients &, 6, ..., n étant déterminés par le système des for- 


mules 


(10) ere à À di 0, res 1 Anse 1 


D'ailleurs, sauf le cas exceptionnel où la condition (6) serait vérifiée, 
les formules (10) fourniront toujours des valeurs finies et détermi- 
nées de &, #, ..., n. Ces valeurs toutefois dépendront des signes 
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attribués aux facteurs À,, À, ..., À,, attendu que le rapport 


se réduira où à +1, où à — 1, suivant que le facteur À, sera positif 
ou négatif. 

Remarquons encore que, parmi les facteurs À,, À, ..., À,, le 
nombre de ceux qui se réduiront à zéro ne pourra généralement être 
supérieur à 2 — m. Car, 2 — m facteurs étant supposés nuls, les 7» fac- 
teurs restants se trouveront, pour l'ordinaire, complètement déter- 
minés par les formules (2) qui fourniront pour ces rm» facteurs des 
valeurs généralement distinctes de zéro. 


S IL. — Sur le système de facteurs pour lequel la plus grande erreur 
à craindre dans la valeur d’une inconnue devient la plus petite 
possible. 


On peut demander quel est le système de facteurs pour lequel 
l'erreur #, c'est-à-dire la plus grande erreur à craindre dans la valeur 
de l’inconnue +, devient la plus petite possible. 

Lorsque les équations linéaires données renferment une seule 
inconnue æ, la question se résout immédiatement à l’aide des for- 
mules (5), (6) des pages r11, 112. En vertu de ces formules, pour que 
la plus grande erreur à craindre sur la valeur de æ soit la plus petite 
possible, il sera nécessaire, comme on l’a dit, que les signes des fac- 
teurs À,, À:, ..., À, soient précisément les signes des coefficients &,, 
ds +. 4n3 €t, Si l’on nomme 2 la plus grande erreur à craindre, l’er- 
reur #, en devenant la plus petite possible, se réduira, au signe près, 


. NE z , 
au plus petit des rapports +; > + En conséquence, la plus 
1 2 n k 
petite valeur de 2 sera 
* 
(1) 8 — TS ? 
ai 


si a, est celui des coefficients «&,, a, ..., a, qui offre la plus grande 
valeur numérique; et, d’ailleurs, pour obtenir cette valeur de #, on 
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devra supposer 


(2) Ms CAT, AA Ac D, 


Ces conclusions cesseraient d’être légitimes, si les équations pro- 
posées renfermaient plusieurs inconnues. Mais, quel que soit le 
nombre » de ces inconnues, on peut, à l’aide des principes établis 
dans le SI, déterminer la plus petite valeur de 2 et le système de fac- 
teurs correspondants. En effet, dans ce système, sauf des cas excep- 
tionnels où les coefficients a, by, ..., h, satisferaient à certaines con- 
ditions, 2 facteurs au moins 


Ass ais SUR 


acquerront des valeurs distinctes de zéro, et, pour éliminer ces 
mêmes facteurs de la somme A, il suffira d’assujettir les coefficients 
4, 6,...,n aux conditions (10) du $ I, c’est-à-dire aux formules 


(3) %j — 0, a — O, ss An — O3 
L1 


puis de remplacer la formule (5) par la formule (9). Alors aussi, sauf 
des cas exceptionnels, les quantités 


Lyn+15 Ayn+29 tn R An 


seront généralement distinctes de zéro, et, par suite, il sera néces- 
saire que les facteurs À,,,, Amyos +. À, 80 réduisent tous à zéro. Car 
si l’on n'avait pas 

(4) Xm+1—= 0; Ân+2= 0, ‘it Ân =0; 


si, par exemple, À, différait de zéro, il suffirait d'attribuer à À, un 
accroissement infiniment petit, mais affecté d’un signe contraire au 
signe de &,, pour faire décroître la quantité À et par suite l'erreur 8. 
Donc alors l’erreur 2 ne serait pas, comme on le suppose, la plus 
petite possible. D'ailleurs, quand les formules (4) seront vérifiées, 
les valeurs de À,, À,,..., À, seront immédiatement fournies par les 
équations 


(5) Sal, Sd = 0, 9 Shi TO, 
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et les formules (5), (9), (4) du $ I donneront 


(6) AVE + VE +...+ VE a, 


(7) x 


Donc la plus petite valeur de # sera généralement de la forme x4, 
z étant une quantité positive, déterminée par le système de » équa- 
tions analogues aux formules (3), c’est-à-dire par »# équations de la 
forme 

(8) aa + b8+...+ him = y}, 

U 

et généralement aussi les facteurs À,, À, ..., Âm propres à fournir 
cette plus petite valeur, s'évanouiront, hormis les facteurs correspon- 
dants aux valeurs de / écrites comme indices au bas des lettres à, 
b,...,h,X, dans les équations desquelles on tirera les valeurs de &. 

Ajoutons que, parmi les valeurs de « déterminées comme on vient 
de le dire, on devra choisir la plus petite de toutes. En substituant 
celle-ci dans l'équation (7), on obtiendra précisément la valeur cher- 
chée de 2. 

Appliquée au cas où les équations linéaires données renferment une 
seule inconnue æ, la méthode que nous venons d’exposer reproduit 
les formules (x) et (2). 

Lorsque les équations linéaires données renferment deux incon- 
nues æ, y, On à, en vertu des formules (4) et (5), 


CUVE ads ce, bi + b;=0, AS À,==0, dt A 0, 


et de ces équations, jointes aux formules (6) et (7), on tire 


Ll I 
UN ne k à 
(9) ME & à: Maux ho RCE - AE 0) 
bb, bs  b, 
I fe I 
(10) bts x voi vo: 
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Donc alors, pour trouver la plus petite valeur de &, il suffit d'écrire, 
l'une au-dessus de l’autre, les deux suites 


I Li I 


{ 
So "9 NF ST 
ja à ba 
(11) 
€; Aa An 
O4 eg | LE LE | STE 
bi ds by 


puis de multiplier par x le plus petit des rapports qu’on obtient quand 
on divise la somme des valeurs numériques de deux termes de la pre- 
mière suite par la différence entre les valeurs numériques des termes 
correspondants de la seconde suite. Si le plus petit de ces rapports est 
formé avec les premiers termes des deux suites, la plus petite valeur 
de # sera fournie, avec les valeurs correspondantes des facteurs À,, 
ho, ..., À,, par les formules (9) et (10). 
Ilest bon d'observer qu’on tire des formules (9) 


I I 
(12) 14 M Ta he Ne 
i 


la valeur de p étant 


Par suite, les produits a, À,, a, À, seront tous deux positifs, si le rap- 
port o est négatif. Mais, si ce rapport est positif, alors l'unité étant 
comprise entre les limites o et p=', les produits a,À,, a, À, seront, 
l’un positif, l’autre négatif. 

On devrait évidemment, dans les formules (9), (ro), ete., échanger 
entre elles les lettres a et b, s’il s'agissait de faire en sorte que la plus 
grande erreur à craindre, non plus sur la valeur de æ, mais sur la 
valeur de y, devint la plus petite possible. | 

Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction des cas exception- 
nels où les coefficients a,, b,, ..., h, vérifient certaines conditions, 
par exemple la condition (6) du $ I. Pour résoudre le problème dans 
ces cas exceptionnels, il suffira ordinairement de substituer aux coef- 
ficients a, by, ..., h, d'autres coefficients qui en diffèrent infiniment 
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peu et cessent de remplir les conditions dont il s’agit. De plus, il sera 
généralement facile de voir comment doivent être modifiées, dans les 
cas exceptionnels, les formules ci-dessus établies. 

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, les inconnues étant 
réduites à une seule +, plusieurs des coefficients &,, &,, ...,a,, par 
exemple les / coefficients a,, a&,, ..., a,, offrent des valeurs numé- 
riques égales, mais supérieures à celles de tous les autres. Alors la 
plus petite valeur de 2 sera toujours déterminée par la formule (x). 
Mais les valeurs correspondantes de À,, À, ..., À, ne seront pas 
nécessairement celles que fournissent les équations (2) et pourront 
ètre encore toutes celles qu'on déduit de la formule 


(13) &i+ ddlst...+ ai, 


en attribuant aux produits a, À,, a, À, ..., a, des valeurs positives 
ou, en d’autres termes, en attribuant respectivement aux facteurs À, 
2, -.., À les signes des coefficients &,, &,, ..., &, par conséquent 
toutes celles qui vérifient la condition 


I 


(14) VE+VA +... + VA 


Fr 


CA 


S LE. — Conclusions. 


Soient, comme dans le $ I, Ë l'erreur de l’inconnue x, et 2 la plus 
grande valeur que cette erreur puisse acquérir pour un système 
donné de facteurs. Soient, en outre, — v, v les limites inférieure 
et supérieure entre lesquelles on veut renfermer l'erreur £, et P la 
probabilité de coïncidence de cette erreur avec une quantité com- 
prise entre les limites — vu, v. Si, en attribuant aux facteurs À,, 
À, -.., À, des valeurs telles, que la plus grande erreur # devienne 
la plus petite possible, on pose précisément 0 — 4, la probabilité P 
se changera en certitude et acquerra ainsi la plus grande valeur pos- 
sible. Par suite, si l'on attribue à v une valeur qui soit inférieure à 


la valeur de 2, déterminée dans le $ 11, mais qui en diffère très peu, 
Œuvres de C.— S.1 t. XII. 16 
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le système de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P diffé- 
rera très peu du système qui correspond à cette valeur de 2. 

Ainsi, par exemple, si, en supposant les inconnues réduites à une 
seule +, et en désignant par a, celui des coefficients a,, a,, ...,a, 
qui offre la plus grande valeur numérique, on attribue à v une valeur 


. sis * . . . A 
inférieure au rapport De mais très peu différente de ce rapport, le 
a 
1 


système de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P différera 
très peu du système déterminé par les formules 


(1) RAR A: 0, À 5 Où FRE À,= 0. 
di 

D'ailleurs, ce dernier système sera, en général, très différent de 
celui que fournirait la méthode des moindres carrés. Donc, pour des 
valeurs de v suffisamment grandes, la méthode des moindres carrés 
sera loin de fournir la valeur x de æ, correspondante à la plus grande 
valeur de P. Cette conclusion, qui subsiste, quels que soient la limite x 
et le nombre » des équations données, s'étend évidemment au cas 
où, ces équations renfermant plusieurs inconnues, on remplace Île 
système de facteurs que déterminent les formules (1) par celui qui 
rend alors la valeur de 2 la plus petite possible. En conséquence, on 
peut énoncer généralement la proposition suivante : 


Si l’on nomme v la limite au-dessous de laquelle on veut abaisser l'er- 
reur & de l’inconnue x, et P la probabilité de la coïncidence de cette erreur 
avec une quantité comprise entre les limites — v, + v, le système de fac- 
Leurs correspondant à la plus grande valeur de P sera ordinairement, 
pour des valeurs de v suffisamment grandes, très différent de celui que 
donnerait la méthode des moindres carrés, quel que soit d'ailleurs le 
nombre n des quantités fournies par l'observation, et quelle que soit la 


limite x assignée aux erreurs que comportent ces mêmes quantités. 


Il semblerait au premier abord que, dans le cas où le nombre z 
devient très grand, on pourrait tirer des conclusions différentes ou 
même opposées d’une formule établie dans le $ I du précédent 
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Mémoire. Il semble, en effet, que, pour de grandes valeurs de », 
les produits a, À,, 4, h,, 4, }, assujettis à vérifier la condition 


(2) lit Gt... + ain =, 


et par suite les facteurs À,, À, ..., À,, doivent généralement se 
js . # vi fs . , I . , : 
réduire à des quantités très petites de l’ordre 3 etsi cette réduction 


a lieu, si d’ailleurs, en attribuant au nombre @ une valeur très grande 
d'un ordre supérieur à celui de 7, mais inférieur à l’ordre de », on 
néglige l'intégrale (23) de la page 109 vis-à-vis de l'intégrale (22), 
alors la valeur de P parait devoir être sensiblement celle que donne 
la formule (33) de la page 110, c'est-à-dire celle dont le maximum 
est fourni par la méthode des moindres carrés. Mais la formule (33), 
établie comme on vient de le dire, repose évidemment sur des hypo- 
thèses qui peuvent ne pas se réaliser. 

En premier lieu, de ce qu’on attribue au nombre z une très grande 
valeur, il n’en résulte pas nécessairement que les facteurs À,, A4, ..., 
À, soient tous très petits. Le contraire arrivera si l’on attribue à la 
plupart d’entre eux des valeurs nulles, comme dans le $ IT du présent 
Mémoire. Il y a plus : parmi les facteurs À,, À;, .., À, plusieurs pour- 
ront conserver des valeurs finies dans le cas même où l’on supposera 
ces facteurs déterminés par la méthode des moindres carrés. 

En effet, considérons spécialement le cas où, les inconnues étant 
réduites à une seule æ, les coefficients a,, a,, ..., a, de cette 
inconnue, dans les équations linéaires données, forment une pro- 
gression géométrique dont le premier terme est a et la raison r. 
Alors on aura 


(3) a; = ar!; 


et, en supposant les facteurs À,, À;, ..., À, respectivement propor- 
tionnels aux coefficients a,, a,, ..., a,, conformément à la règle 
fournie par la méthode des moindres carrés, on aura encore, eu 
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égard à l'équation (2), | 


| nr 4 


; 
ri LE a 1— 7" à 


Or, si, la valeur de a n'étant pas très grande, on attribue à r une 
valeur comprise entre les valeurs o, 1, mais sensiblement distincte 


de ces limites, les termes de la suite 


À À», FRE D À 


déterminés par la formule (4), ne seront pas tous très petits, pour 
de grandes valeurs de ». Les premiers termes, par exemple, conser- 
veront des valeurs finies, en se réduisant à très peu près aux termes 


correspondants de la progression géométrique 


si, À étant un très grand nombre, on suppose a =1, r — = 

En second lieu, l'intégrale (23) du $ I du précédent Mémoire ne 
peut pas toujours être négligée vis-à-vis de l'intégrale (22); et, de 
plus, pour que la formule (9) du même paragraphe puisse être 
réduite à la formule (33), il est nécessaire que la valeur de vd ne 
dépasse pas une certaine limite. C’est ce que prouve l'analyse déjà 
ci-dessus exposée, et ce que montrent aussi les formules relatives au 
cas spécial où le nombre x acquiert une très grande valeur, comme 


nous l’expliquerons dans un prochain article. 


M. Aueusrix Caucuy présente encore à l’Académie un Mémoire sur 


les résultats moyens d'un très grand nombre d'observations. 
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930. 


CALCUL DES PROBABILITÉS. — Mémoire sur les résultats moyens 


d'un très grand nombre d'observations. 


Le règlement ne permettant pas d'insérer ce Mémoire dans les 
Comptes rendus, nous nous bornerons à en indiquer sommairement 


les principaux résultats. 
L'auteur, adoptant les notations de la page 104, commence par 
5 


rappeler la formule 


F in dv 
(1) . P=if D (5) — d9, 
dans laquelle on à 
(2) D(8)—=9(À,9)p(À:0)...9(A10), 
(3) e(8)=2f f(e) cos 0e de. 


La fonction f(e), qui représente l'indice de probabilité de l'erreur &, 


est assujettie à la condition 


(4) »f f(e) de —1, 


à laquelle on satisfera, si l’on pose 

(2) f(e) — Kw(e), 

&(<) étant une fonction arbitraire, mais toujours positive, de &, et K 
une constante positive déterminée par la formule 


LI 
—————. 
» f w(e) de 
0 


La fonction auxiliaire 9(0), déterminée par la formule (5), jouit 
de propriétés remarquables. Elle se réduit à l'unité pour une valeur 


(6) K — 
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nulle de 0; pour toute autre valeur de 0, elle s'abaisse numérique- 
ment au-dessous de l'unité; et, si l’on pose 


I 
1 + p62° 


(7) [p(0)— 


la fonction p de 0 offrira une valeur positive, quel que soit 0. On aura, 
en particulier, pour 0 — 0, | 


(8) p=26, 


la valeur de € étant 


(9) + e? f(e) de, 
et pour 0 — ; 
M bel 


Cela posé, soit r la plus petite des valeurs de 2; r sera toujours une 
quantité positive, et Fon aura constamment 


soie 

(ti) [9(9)] <TLré 
Lorsque 0 et 0x sont très petits, on a 

(12) p(8) = est”, 


5 étant le produit de la constante c par un facteur renfermé entre les 
limites (18) de la page 108, et à plus forte raison entre les Hmites 


ÿx \? I 
be () — 


Pour que la fonction auxiliaire 9(0) s'exprime en termes finis, 1 
suffit que la fonction &(£) se réduise à une fonction entière de &, et 
d'exponentielles dont les exposants, réels ou imaginaires, soient pro- 
portionnels à e. Le cas où la fonction &(e) est linéaire et de la forme 


(14) w(s)— a— be, 
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a, b étant deux constantes positives, mérite une attention spéciale. 
Dans ce même cas, on trouve, en supposant b — o, 


(15) ((e)= =, out; 
et, en supposant a — bx, 
sin 
ae) À 2 
(16) (CE) = , (0) — ET F C=— je. 


Ajoutons que, dans l’une et l’autre supposition, la valeur de r est 
donnée par la formule 


(17) À adher sde À 


Cette dernière formule se déduit immédiatement de la suivante : 


I Ga 

(18) Sin — gi >? 

à laquelle on parvient en observant que, pour des valeurs de 4 posi- 
tives, mais inférieures à _ la dérivée de la fonction sin0 cos *0 — 0, 
ou, en d’autres termes, la fonction 1(c0s * —— 1) + 2 cos*0), offre 
une valeur toujours positive. 

Après avoir établi, comme on vient de le dire, les principales pro- 
priétés de la fonction auxiliaire 9(0), l’auteur recherche ce que 
devient la probabilité P dans le cas spécial où le nombre » des obser- 
vations devient très grand, et où, les facteurs À,, À,, ..., À, étant 


L Lé I . ’ . 
tous très petits de l’ordre de —; ou d’un ordre inférieur, la somme de 


leurs carrés 


(19) A+ +...+ 22 


Sr \ x I x x 
est une quantité très petite de l’ordre de =: Dans ce cas, à la for- 


mule (1) on peut, sans erreur sensible, substituer d’autres formules 
qui fournissent des valeurs très approchées de la probabilité P. Ainsi, 
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par exemple, si l’on nomme @ un très grand nombre d’un ordre supé- 
rieur à celui de ÿz, mais inférieur à l’ordre de z, on aura sensible- 
ment, pour de très grandes valeurs de », 


(20) p=? facon a; 
1 Ron ô , 


et, si l’on nomme À le plus grand des facteurs À,, À, ..., À,, la ditfé- 
rence entre les valeurs de P fournies par les équations (1) et (20) 
sera inférieure, abstraction faite du signe, au produit 


(21) DETRR 


x étant un nombre déterminé par la formule 


à L I FAST” 
Lie 2 1+r}0? 


et, par conséquent, un très grand nombre, puisque des deux pro- 
duits A@?, AO, le premier sera très grand et le second très petit. 
De plus, si @ est un très grand nombre dont l’ordre soit inférieur 


3 
non seulement à celui de 2, mais aussi à l’ordre de x", on aura encore, 
sensiblement, pour de très grandes valeurs de z, 


2 % sin 0v 
(23) P + ef es d6, 
0 
la valeur de s étant 
(24) s— CA; 


et la différence entre les valeurs de P fournies par les équations (20) 
et (23) sera inférieure, abstraction faite du signe, au produit 


13 P MAR * M7 
(29) US (Se 4/14 9) 
T V3 3 


h étant la plus grande des deux différences 


cs A2 (4 
1+cA8072 à 


Lsx1O4x2 
(26) ,: — 1, 1—e 
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Cela posé, si l’on attribue à la limite x une valeur finie, le produit (25) 
sera, pour de très grandes valeurs de »?, du même ordre que la quan- 


tité AA*0*10, par conséquent du même ordre que les deux quantités 


0‘10 6: - . x : , . p: 

+ 3 qui deviendront très petites quand l’ordre de @ sera inft- 
ÿ 

rieur à celui de 2°. 


Enfin l’on aura sensiblement, pour de très grandes valeurs de », 


o FOR 2 Vs 
(27) P — ° PHÿr hate) Fa = f e-® dô, 
A û Vr 


et la différence entre les valeurs de P fournies par les formules (23), 
(27) sera inférieure, abstraction faite du signe, au rapport 


1—e-40° 


sie T0 ? 


ui sera de l’ordre de =; et par conséquent très petit uand l’ordre 
q ©? P Î P q 


* à 
de © sera inférieur à celui de n°. 


Donc, en définitive, si, la valeur de la limite x étant finie, on attribue 
aux facteurs À,, À, ..., À, des valeurs numériques de l’ordre de = 
ou d’un ordre inférieur, mais telles, que la somme À de leurs carrés 
soit de l’ordre de _ alors, pour de très grandes valeurs de », la pro- 


babilité P sera généralement déterminée avec une grande approxima- 
tion par la formule (27). Si d’ailleurs on assigne à la fonction f(e), 
qui représente l'indice de probabilité de l'erreur e, une forme déter- 
minée, On pourra trouver une limite supérieure à l'erreur que l’on 
commettra, quand à la formule (1) on substituera la formule (27). 
On pourra, par exemple, prendre pour cette limite la somme des 
expressions (21), (25), (28), @ étant un très grand nombre, dont 
l’ordre supérieur à celui de n° soit inférieur à l'ordre de »°. 


OLuvres de C.— S.1,t. XI. 17 
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Observons maintenant qu'on tire des formules (3), (9)et (24) 


P ! L 
(29) FL 


2Vs VarA * 
n étant un nombre inférieur à l’unité. Or il suit de la formule (30) 
que, si l’on attribue à la limite v une valeur comparable à la limite x, 


I I . . 
en posant, par exemple, 0 — x, ou u= x, où u — 3%, ..., la limite 


supérieure iS de l'intégrale comprise dans le dernier membre de la 
formule (27) sera, pour de très grandes valeurs de », un très grand 
nombre d’un ordre au moins égal à l’ordre de ÿ7. Donc alors la pro- 
babilité P sera très voisine de la certitude 1. Cette conséquence sub- 
siste d’ailleurs quelle que soit la forme attribuée à la fonction f(e). 

Les diverses formules que nous venons de transcrire permettent 
encore d'apprécier, en les réduisant à leur juste valeur, les avantages 
qu'on peut retirer de l'emploi de tel ou tel système de facteurs, par 
conséquent de telle ou telle méthode. Mais, forcés de nous arrêter ici, 
nous renverrons ce que nous aurions à dire sur ce point à un autre 
article. 


31. 
C.R., T. XXXVIL, p. 526 (10 octobre 1853). 


M. Auvcusrix Caucuy présente à l’Académie des considérations nou- 
velles sur les mouvements infiniment petits des corps considérés comme 
des systèmes d'atomes, et sur la réflexion et la réfraction des mouvements 
simples. 

Les résultats auxquels l’auteur est parvenu seront développés dans 
un prochain article. 


Ms 
MR Ad di à - «ie 
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292. 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Sur les rayons vecteurs associés et sur les avan- 
tages que présente l'emploi de ces rayons vecteurs dans la Physique 


mathématique. 


C.R., T. XXVIIE, p. 67 (16 janvier 1854). 


La théorie de la lumière, comme la théorie des corps élastiques, 
présente deux cas distincts, et il peut arriver de deux choses l’une : 
ou la propagation du mouvement s'effectue en tous sens, suivant les 
mêmes lois, et alors le corps transparent devient ce que j'ai nommé 
un corps &sophane, et le corps élastique ce que j'ai nommé un corps 
isotrope, ou cette condition n’est pas remplie. Ajoutons qu'un corps 
peut être isophane ou isotrope, non autour d’un point, mais seule- 
ment autour d’un axe dont la direction est donnée. D'ailleurs on peut 
établir les équations d'équilibre ou de mouvement que présente la 
Mécanique moléculaire, à l’aide de deux méthodes différentes. Celle 
de ces deux méthodes qui paraît la plus rigoureuse consiste à consi- 
dérer les corps comme des systèmes de points matériels sollicités par 
des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Lorsqu'on la suit, 
les formules auxquelles on parvient sont celles que j'ai données dans 
le Mémoire du 1°" octobre 1827 (‘). L'autre méthode opère comme si 
les corps étaient des masses continues; elle s'appuie sur la notion 
fondamentale de la tension ou pression dans un corps solide. Cette 
pression ou tension, dont il m’a semblé utile d'introduire la considé- 
ration dans la Mécanique moléculaire, et dont j'ai indiqué les pro- 
priétés principales dans le Mémoire du 30 septembre 1822, diffère 
de la pression telle qu’on l’envisageait dans l'Hydrostatique, en ce 
qu'elle est généralement, non plus normale, mais oblique aux faces 
qui la supportent. Elle n’est pas distincte de la force récemment 
appelée par M. Lamé /orce élastique. W suffit d'établir des relations 


(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XV. 
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linéaires entre les projections algébriques des pressions ou tensions 
supportées en un point donné d’un corps élastique par trois plans 
rectangulaires, et les six coefficients que renferme la condensation 
ou dilatation linéaire, supposée infiniment petite, pour obtenir les 
équations homogènes que l’on a considérées comme propres à repré- 
senter l'équilibre ou le mouvement intérieur des corps élastiques. 

Nous joindrons ici une remarque qui n’est pas sans importance. Le 
mot axes d’élasticité, employé par les auteurs des divers Ouvrages ou 
Mémoires publiés sur la théorie des corps élastiques, n’a pas toujours 
été bien défini, et on lui a donné des acceptions diverses. Pour éviter 
toute confusion, nous adopterons les définitions que je vais indiquer. 

Rapportons les positions des divers points d’un corps à trois axes 
rectangulaires des +, y, z. L'un de ces axes, l’axe des æ par exemple, 
sera un axe d’élasticité, si le système est isotrope autour de cet axe, 
ou, ce qui revient au même, si l’on n’altère pas les équations d’équi- 
libre ou de mouvement, en faisant tourner le plan des yz autour de 
l'axe des æ. | 

D'autre part, le plan des yz, perpendiculaire à l’axe des æ, sera un 
plan principal d’élasticité si l’on n’altère pas les équations d'équilibre 
ou de mouvement, en changeant le signe de æ, ou, ce qui revient au 
même, en échangeant entre eux le demi-axe des æ positives et le 
demi-axe des æ négatives. 

Ces définitions étant admises, si chacun des trois plans coordonnés 
est un plan principal d’élasticité, les trois axes coordonnés pourront 
ne pas être des axes d’élasticité. 

Étant données les équations générales d'équilibre ou de mouve- 
ment d’un système de points matériels, on peut demander les condi- 
tions que doivent remplir, dans ces équations supposées linéaires, les 
coefficients supposés constants pour que le système offre un ou plu- 
sieurs plans principaux, ou bien un ou plusieurs axes d’élasticité, et 
par suite les conditions à remplir pour que le système soit isotrope 
autour d’un point quelconque, ou autour d’un axe donné. 

J'ai indiqué dans d’autres Mémoires un moyen facile d'effectuer 
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cette recherche. J'ajouterai, aujourd'hui, qu'on peut encore résoudre 
très simplement les problèmes de ce genre, en s'appuyant, comme je 
vais le dire, sur la considération des points associés et des rayons vec- 
Leurs assOCteS. 

Les positions de deux points mobiles étant rapportées à trois axes 
coordonnés rectangulaires ou obliques, ces deux points mobiles 
seront nommés points associés lorsque les coordonnées rectilignes 
de l’un seront des fonctions linéaires et homogènes des coordon- 
nées de l’autre. Alors aussi les ravons vecteurs menés de l'origine 
à ces deux points seront nommés rayons vecleurs assoctés. 

Les coefficients constants des coordonnées de l’un des points dans 
les expressions des coordonnées de l’autre changeront généralement 
de valeurs, non seulement si l’on échange les deux points mobiles 
entre eux, mais encore si l’on fait tourner les axes autour de lori- 
gine, ou si l’on échange entre elles deux parties d’un même axe. 
par exemple le demi-axe des abscisses positives et le demi-axe des 
abscisses négatives. Ces changements de valeurs peuvent d’ailleurs 
se déduire des formules générales qui servent à la transformation des 
coordonnées; mais, sans recourir à ces formules, j'ai reconnu qu'on 
peut établir directement plusieurs théorèmes dignes de remarque, 
spécialement relatifs au cas où les axes coordonnés sont rectangu- 
laires. Parmi ces théorèmes je citerai les deux suivants : 


Tuéornème I. — Si l’on fait tourner autour de l’origine les trois axes 
coordonnés supposés rectangulaires, la somme des trois coefficients qui 
affecteront les coordonnées d’un point mobile, dans les expressions des 


coordonnées de même espèce d'un point associé, demeurera invartable. 


Tuéorème Il. — Les trois axes coordonnés étant supposés rectangu- 
laires, si l’on fait tourner autour du premier le plan des deux autres, de 
manière qu'il décrive, avec un mouvement de rotation direct, un certain 
angle , non seulement le coefficient de la coordonnée d'un point mesuré 
sur le premier axe dans l'expression de la coordonnée de méme espece 


d'un point associé restera invariable, mais, de plus, les huit autres 
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coefficients qui affecteront les coordonnées du premier point dans les 
expressions des coordonnées du point associé vérifieront quatre condi- 
ons très simples en vertu desquelles, de quatre fonctions linéaires, mais 
imaginaires, de ces coordonnées, la premiére restera invariable, tandis 


que les deux suivantes varieront dans le rapport de 1 à 1, et la dernière 


dans le rapport de 1 à 1_,.. 


Si, pour plus de commodité, on nomme æ, y, = les coordonnées 
d'un premier point, x, y, z les coordonnées du point associé, et 


(x æ), (K7), (&5) 


les coefficients de æ, y, z dans l’expression de x; si, d’ailleurs, 
dans les trois symboles qui précèdent, on remplace x par y ou 
par z, quand les coefficients sont pris dans l’expression de y ou 
de z, les quatre fonctions linéaires mentionnées dans le second 
théorème seront 

G7)+ (23) —ilG%, 5) — (47) 

(x, Y) +i(x, 5), (Y,æ) +i(z, æ), 

y) (5)+il(, 5)+ (& »)}, 


quand l'axe de rotation sera l’axe des æ. Alors aussi la première de 
ces fonctions devant rester invariable, sa partie réelle (y, y) + (z,3) 
devra être invariable elle-même ainsi que la différence (y, z) — (z,y); 
et, comme (x,æ) devra encore rester invariable, on pourra en dire 
autant de la somme 

Ge) + (37) + (23). 

Il y a plus : cette dernière somme devra rester encore invariable, 
si l’on fait tourner successivement autour de chaque axe le plan des 
deux autres, et par suite si l’on fait tourner les trois axes d’une 
manière quelconque autour de l’origine. Donc le premier théorème 
est une conséquence du second. | 

D'ailleurs, le second théorème se déduit très aisément de cette 
seule remarque, que, dans le cas où l’on fait tourner autour de l’axe 
des æ le point dont les coordonnées sont +, y, =, la distance de l’ori- 
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gine à ce point projeté sur le plan des yz est représentée, en gran- 
deur et en direction : 1° avant la rotation, par la quantité géomé- 
trique y + si; 2° après la rotation, par le produit de cette quantité 
géométrique et du facteur 

10 € 
o étant l’angle décrit avec un mouvement de rotation direct par le 
plan des yz. 

Concevons maintenant que l’on construise une sphère qui ait pour 
centre un point donné d'un corps homogène, et que l’on détermine 
en grandeur comme en direction la pression supportée au point dont 
il s’agit par une petite face perpendiculaire à un rayon de la sphère. 
Ce rayon, que nous supposerons infiniment petit, venant à changer 
de direction, la pression variera elle-même, conformément au théo- 
rème que j'ai donné en 1822; et pour énoncer ce théorème, il suffira 
de dire que, le rayon de la sphère venant à se mouvoir, la pression 
sera représentée par un rayon vecteur associé. 

Il y a plus : le même théorème continuera de subsister si, à la pres- 
sion supportée par une face perpendiculaire au rayon de la sphère, on 
substitue le déplacement apparent de l'extrémité de ce même rayon 
dans une déformation infiniment petite du corps solide, mesurée par 
un observateur placé au centre de la sphère. Donc ce déplacement 
pourra encore être représenté par un rayon vecteur associé au rayon 
de la sphère. 

Enfin, comme deux rayons vecteurs associés à un troisième sont 
nécessairement associés entre eux, il est clair que la pression ou ten- 
sion, et le déplacement apparent dont il s’agit, seront encore deux 
quantités représentées par deux rayons vecteurs associés. 

De cette seule considération, jointe au second des deux théorèmes 
généraux énoncés ci-dessus, on déduit immédiatement, et avec la 
plus grande facilité, les équations qui expriment les projections algé- 
briques des pressions ou tensions en fonctions linéaires des projec- 
tions algébriques des déplacements apparents dans un corps isotrope 
autour d’un axe donné. 
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Lorsque les conditions d’isotropie sont remplies par rapport à deux 
axes rectangulaires, elles le sont encore par rapport à un troisième 
axe perpendiculaire aux deux autres, et alors on retrouve les condi- 
tions d’isotropie du corps autour d’un point quelconque, telles qu’on 
les obtient en faisant usage ou de la méthode que j’ai donnée en 1829, 
ou de celles qui ont été proposées plus tard par moi-même, ou par 
d’autres géomètres. 

Je remarquerai, en finissant, que la théorie des points associés peut 
être employée avec succès dans un grand nombre de problèmes de 
Physique mathématique. Ainsi, par exemple, dans un cristal à un axe 
optique, les rayons vecteurs menés à des points correspondants de la 
surface de l'onde et de la surface caractéristique sont des rayons 


vecteurs associés. 


999. 


C. R., T. XXXVIIL, p. 238 (6 février 1854). 


M. Caucuy présente à l’Académie des Recherches nouvelles sur la Lor- 
sion des prismes. 

L'auteur se propose de développer, dans une prochaine séance, les 
résultats auxquels il a été conduit. 


094, 


MÉCANIQUE ANALYTIQUE. — Sur la torsion des prismes. 


C. R., T. XXX VII, p. 326 (20 février 1854). 


La torsion des prismes ou cylindres à base rectangulaire, ou même 
à base quelconque, le changement de forme des prismes tordus et là 
détermination des points de leur surface où la rupture est Je plus à 
craindre, sont, dans la théorie des corps élastiques, des questions 
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capitales, dont la solution intéresse au plus haut degré les ingé- 
nieurs, les constructeurs, et généralement tous ceux qui veulent 
déduire de cette théorie des résultats utiles pour la pratique. Je me 
suis déjà occupé, dans le quatrième Volume des Exercices de Mathe- 
matiques ('}, de la torsion des prismes à base rectangulaire. Mais les 
résultats que j'ai obtenus, en négligeant certains termes des séries 
introduites dans le calcul, ne peuvent être considérés que comme 
approximatifs, et subsistant-sous certaines conditions. M. de Saint- 
Venant, ayant reporté son attention sur cet objet, est parvenu, dans 
un Mémoire approuvé par l’Académie, à des formules dignes de 
remarque. Il suit de ces formules que, contrairement à l'opinion 
admise jusqu’à ce jour, le danger de rupture est le plus grand, non 
pas dans les points de la surface les plus éloignés de l'axe de tor- 
sion, mais dans les points les plus rapprochés de cet axe. L'analvse 
de M. de Saint-Venant met cette conclusion en évidence, pour des 
prismes ou cylindres de diverses formes, spécialement pour ceux 
dont les bases sont rectangulaires ou elliptiques; et elle l'explique 
en faisant voir que ces bases, loin de rester planes, sont gauchies 
par la torsion. Grâce à ce gauchissement, les arêtes d’un prisme ou 
d'un cylindre droit, transformées en hélices par la torsion, peuvent 
rester à très peu près normales aux éléments des bases. D'ailleurs 
leur inclinaison sur ces éléments, par conséquent le danger de rup- 
ture, est généralement plus faible pour les arêtes éloignées de l'axe 


de torsion que pour les arêtes rapprochées de cet axe, attendu que, 
dans un prisme ou dans un cylindre droit, les parties saillantes et 


proéminentes sont, par cela même, plus indépendantes du reste de la 
masse, et plus libres d’obéir séparément, sans se déformer, à l’action 
des pressions extérieures. 

Une lecture attentive du beau travail à M, de Saint-Venant m'a 
conduit à faire, sur la torsion des prismes ou cylindres droits, des 
réflexions nouvelles qui ne sont pas sans importance. M. de Saint- 


(1) Œuvres de Cauchy, S. HU, T. IX. 
OEuvres de C.— S.1, t. XII. 18 
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Venant s’est borné à considérer le cas où l’angle de torsion 6, relatif 
à l’unité de longueur mesurée sur l'axe de torsion, est une quan- 
tité constante. Or on peut démontrer que l'équation indéfinie, dans 
laquelle l’inconnue est un très petit déplacement parallèle à cet axe, 
ne changera pas de forme et coincidera encore avec celle qui repré- 
sente l’équilibre des températures dans un prisme ou cylindre droit, 
si, l'axe de torsion étant un axe d’élasticité, l'angle de torsion, sup- 
posé très petit, devient fonction de la distance à l'axe. De plus, on 
peut déduire immédiatement du calcul des résidus, non seulement 
les formules remarquables trouvées par M. de Saint-Venant pour la 
torsion d’un prisme à base rectangulaire, mais encore des formules 
analogues relatives au cas où l’angle de torsion 0 varierait avec la 
distance à l’axe du prisme et serait représenté par une fonction 
entière du carré de cette distance. 


ANALYSE. 
$ 1. — Préliminaires. 


Considérons un corps élastique homogène dont les molécules 
s’écartent très peu des positions qu’elles occuperaient si les pres- 
sions extérieures et intérieures se réduisaient à zéro. Nommons x, 
y, : les coordonnées primitives d’une molécule »# rapportées à trois 
axes rectangulaires. Soient &, n, € les déplacements très petits de 
cette molécule, produits par des pressions extérieures, et mesurés 
parallèlement aux axes. Enfin soient 


Pz» Pyr P: 


les pressions ou tensions exercées au point (æ,y,z), du côté des 
coordonnées positives, contre trois plans perpendiculaires aux axes 
des æ, y, =, et représentons par 


Paxxs Pzxys Pxz 
ou par 


Pyx> Pyys Py: 
ou par 


Pzxs Pzys Pas 
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les projections algébriques de la force p, ou p, ou p, sur les axes 
des æ, y et =. On aura, comme nous l'avons montré dans les Exercices 
mathématiques, 


(1) Pyz:— P:ys Pzx — Pxs:s Pzy — Pyx» 
et les équations d'équilibre du corps élastique seront 


| D Prx + D, pzy + D; Pr: = 0, 
(2) Dz Pyz + D,pyy + DiPy:— 0, 


| D, P:x + D, p:, + Mules 


De plus, si les déplacements £, n, € sont infiniment petits, les six pres- 
SIONS 

Pxzx) Pyy» P2:» 

Pyzs Pas Pay 


se réduiront à des fonctions linéaires des diverses dérivées des dépla- 
cements 

HUE à 
différentiés par rapport à æ, y, z. Donc elles se réduiront, si les 
termes qui renferment les dérivées des ordres supérieurs peuvent 
être négligés, vis-à-vis de ceux qui renferment les dérivées du pre- 
mier ordre, à des fonctions linéaires des neuf quantités 


D,ët, D,ëé, D.Eë, 
D, D,"n, D:n, 
DK, : D, Di 


D'autre part, si l’on nomme p la pression ou tension exercée au 
point (æ,y,z) contre un plan perpendiculaire à la droite qui forme 
avec les axes des æ, y, = des angles dont les cosinus sont a, b, e, et à 
l’angle formé par la direction de la force p avec celle de la droite, on 
aura - 


(3) P COSd = &Pyx + L'pyy + C'P::+ 20CP,:+ 2CaP:x + 240 Pzy. 


Enfin, si l’on désigne par 7 la distance primitive de la molécule 7» à 
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une molécule très voisine, située sur la droite dont il s’agit, et par 
-r(1+e) ce que devient cette distance après le déplacement des molé- 
cules, € sera ce que j'ai nommé la dilatation ou condensation linéaire 
mesurée suivant la nouvelle direction de cette droite, et l’on aura, 


en supposant &, n, € infiniment petits, 
(4) e—(aD, + bD,+cD,)(aË + bn + ct) 
ou, Ce qui revient au même, 


(5) E = d'Epx + D°Eyy + CE: + 20Ce,- + 20a6.,+ 2abe,,, 
les valeurs de €, Es Esse 2Ess 2Ezxs 2Eyy étant 


(6) tua, Eyy — D,n, Ezz — D, £, 
Las: =D, +D;n, 26:x = D,E + D,EË, 2Ezy = D,n + D,Ë; 
en sorte QUE Eyxs € €: représenteront les dilatations ou condensa- 
tions suivant les axes des æ, y et z. Cela posé, si les pressions ou ten- 
sions au point (+, y, =) dépendent uniquement des diverses dilata- 
tions ou condensations mesurées suivant les diverses directions des 
droites qui passent par ce même point, les six pressions 
{ Pxxs Pyyr Pz2» 
(7) 
; Pyzs P:xs Pxy 
devront se réduire, ainsi qu’on l’admet ordinairement, à des fonc- 
tions linéaires des six quantités | 
{ Exxrs Eyys  Ezz» 
(8) | 
| Eyzs Ezxs Exye 
Si le plan des y, perpendiculaire à l'axe des æ, est un plan prin- 
cipal d’élasticité, alors, æ venant à ehanger de signe, les quantités(5) 
et (8) conserveront, aux signes près, les mêmes valeurs; seulement, 
parmi ces quantités, quatre changeront de signe, savoir : 


Pzæs Pxy et Ezxs Exy: 


; 

k 
& 
#t 


LE 
Le 


éù 
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Pareillement, si le plan des yz, perpendiculaire à l'axe des y, est un 
plan principal d’élasticité, alors parmi les quantités (3), (8), quatre 
seulement changent de signe, savoir : 


$ Pxys Pyz et Exys Eyze 


Par suite, si les plans des ys et des > sont des plans principaux 
d'élasticité, chacune des pressions 


Pzxs Pyy» 22 
devra se réduire à une fonction linéaire des quantités 


Exrxs Eyys  Êzzs 


et les trois pressions 
Pyz Pzxs Pxy 


deviendront respectivement proportionnelles aux trois quantités 


Eyzs Ezxs Exy- 


On aura donc alors 
| Pzrx = Exx + f Eyy + ol Ezzs 


(9)  Pyr = l'Exx + d'eyy + des, 
Pzz — L'Exrx + d'Eyy + L Ezz 
et 


(10) Py:— 206, Pzx— 21E:x% Pzy — 2fEzy, 


les coefficients a, b, €; d, e, f; D, €, £'; D”, e”, €” étant des quantités 
constantes. Alors aussi le plan des æy, perpendiculaire à l'axe des z, 
sera encore un plan principal d’élasticité. 

Si l’axe des æ est un axe d’élasticité, alors, en échangeant l’un 
contre l’autre les axes des y et z, on n'’altérera point les valeurs 
de p,4 ni de p,,, mais on transformera p,,, Pz, ON Pass Pess Et réci- 
proquement. Donc alors on aura 


past, piece”, ter, " — &, 
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et les formules (4), (10) donneront 


Prx = Exx + e"(Eyy + Ezz)s 
DE ' 
(11) Re: Eyy + D Ezz 


Pzz =t'exx +0 6,,+b €, 


(12) Py:— 20Exx) Pzx = 21Ez% Pzxy — 2Exy. 


Cela posé, les équations (2), jointes aux formules (6), (11), (12), 
donneront 


CaDi+e(Di+ DSJJE +(e+e) De(Dyn + D:f) —0, 
(3) { [eDi+b D'+dDi ]n+(d+v)D, DE +(e+e)D,D,E —o, 
[eD5+5 D'+bDi TE +(e+e )D DE +(d+5)D, D; n —0o. 


S II. — Torsion des prismes ou cylindres droits. 


Supposons que, dans un plan perpendiculaire à l'axe des æ, on 
mène de cet axe une droite au point (x,y, 3). Soient r la longueur 
de cette droite, et p l'angle qu’elle forme avec le plan des æy. Elle 
pourra être représentée en grandeur et en direction par la quantité 
géométrique | 


(1) Y+3i=Frp 


e 
Si le point (x, y, z:) appartient à un prisme ou cylindre droit auquel 
on imprime un mouvement de torsion autour de l’axe des +, alors, 
en nommant & l'angle de torsion, et &, n, € les accroissements sup- 
posés infiniment petits des coordonnées x, y, z, on aura 


(2) VHAH(2+HIE rh. 


Si, d'ailleurs, le point (x, y,z) venant à se déplacer sur une droite 
parallèle à l’axe des x, la variation de & est proportionnelle à la varia- 
tion de +, en sorte qu’on ait 

LEP ere à à 


O étant indépendant de x; alors de l'équation (2) différentiée par 
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rapport à æ, et jointe à la formule 


L . 
RSS: 


on tirera 
D:(n+6i)=—i0r, 5 
ou à très peu près, en supposant & très petit, 
D:(n+éi)=—-i0r,=—0(y+3zi)i; 
puis on en conclura 


(3) Din=#s; D,6—— 067. 


Telles sont les équations qui caractérisent un mouvement de torsion 
infiniment petit d’un prisme ou d’un cylindre autour de l’axe des x. 
D'ailleurs, on tire de ces équations, en supposant 0 indépendant de y 


et 3, 
(4) D,D,n — O, D,D,$— 0, 
(3) , D,(D,n + D,6) = 0, 


et alors, si la dilatation D,Ë, mesurée suivant l’axe des x, est indé- 
pendante de +, ou, ce qui revient au même, si l’on suppose 


me D2E — o, 


la première des équations (13) du $ I donnera, comme l’a observé 
M. de Saint-Venant, 


(7) (D; + Di)é—o. 


Mais il est clair que, pour arriver à l'équation (3), il n’est pas absolu- 
_ ment nécessaire de supposer 0 indépendant de y et z; il suffit que 
l'équation (5) puisse être jointe à l'équation (6). Or, si 0 devient 
fonction de r, la formule 


Dyr __ Der £ 
SPORE 
entrainera la suivante 
D,8 _D,6 
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et des formules (3) différentiées, la Première par rapport à y, la 
seconde par rapport à :, on déduira encore la formule (5). Done 
alors aussi l'équation indéfinie à laquelle satisfera l’inconnue £, sera 
encore l’équation (7). 

Il reste à montrer comment, à l'aide du Calcul des résidus, on 
pourra obtenir immédiatement l'intégrale donnée par M. de Saint- 
Venant, et l'intégrale du mème genre relative au cas où 0 est fac- 
teur de r; c'est ce que je me propose d'expliquer dans un prochain 


article. 


239, 


CALCUL INTÉGRAL. — Rapport sur un Mémoire de M. Mani, 


relatif aux périodes des intégrales. 


C. R., T. XXXVII, p. 821 (8 mai 1854). 


L'Académie nous a chargés, M. Sturm et moi, d'examiner un Mé- 
moire de M. Marie, relatif aux périodes des intégrales simples et 
doubles. Les intégrales simples considérées par l’auteur sont celles 
qui peuvent être présentées sous la forme 


fy D,zx ds, 


s désignant un are de courbe, et æ, y des fonctions réelles ou imagi- 
naires de s, liées entre elles par une équation caractéristique, algé- 
brique ou transcendante, 


(1) MM) 0. 


Considérons spécialement le cas où l'équation caractéristique est 
algébrique et de forme réelle; alors, pour chaque valeur réelle de x, 
l'équation (1), résolue par rapport à y, fournira une ou plusieurs 
valeurs réelles ou imaginaires, par conséquent de la forme 

J =u 


ou de la forme 
Y = + wi, 
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u, , w étant des fonctions réelles de x. Cela posé, concevons que, la 
variable æ représentant une abscisse, on construise : 1° la courbe 
dont l’ordonnée serait représentée par la fonction w; 2° la courbe dont 
l’ordonnée serait représentée par la somme + + w, les axes coordonnés 
étant ou rectangulaires ou obliques. Ces deux courbes seront celles 
que M. Marie nomme la courbe réelle et la conjuguée de la courbe 
réelle. Si, avant de résoudre l'équation (r), on opère une transfor- 
mation de coordonnées, en assignant une direction nouvelle à l'axe 
des y, on substituera ainsi aux variables æ, y deux nouvelles variables 
æ,, Y,, Qui offriront toutes deux, pour une valeur réelle de + et pour 
une valeur imaginaire de y, des valeurs correspondantes imaginaires 
dans lesquelles le rapport entre les coefficients de i sera constant. 
Réciproquement, si l'on attribue à æ, une valeur réelle, et à y, une 
valeur imaginaire qui satisfasse avec æ, à l'équation earactéristique 
transformée, les valeurs correspondantes de æ, y seront généralement 
imaginaires; mais le rapport entre le coefficient de i dans ces diverses 
valeurs sera constant. De cette observation il résulte qu'à une même 
courbe réelle, représentée par l'équation (1), correspondent, en 
nombre infini, des courbes conjuguées dont chacune a pour coordon- 
nées variables des valeurs réelles de æ, y que l’on obtient, en rempla- 
çant i par 1, dans des valeurs imaginaires de æ, y assujetties à la 
double condition de vérifier l'équation (1), et d'offrir pour coefti- 
cients de i des quantités dont le rapport demeure constant. 

Les courbes conjuguées, définies comme on vient de le dire, 
jouissent de propriétés remarquables, qui sont exposées et démon- 
trées dans le Mémoire de M. Marie. Citons-en quelques-unes. 

Chacune des courbes conjuguées est généralement tangente à la 
courbe réelle aux points où elle la rencontre; par suite, la courbe 
réelle est une enveloppe des diverses conjuguées. 

._ Si une des conjuguées présente un anneau fermé, si d’ailleurs on 
nomme $ l'aire comprise dans cet anneau, et s l'arc décrit sur le péri- 
mètre de cet anneau par un point qui se meut avec un mouvement de 
rotation direct autour de l'aire S, le produit de cette aire par i sera 
OEuvres de C. — S.1,t.XII. 19 
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’ / 


généralement la valeur de l'intégrale 


f y7D;x ds, 
0 


c étant le périmètre entier de l'aire S, ou ce qu’on peut nommer la 
période imaginaire de l'intégrale 


[y Dex ds. 


Si l’on fait varier, par degrés insensibles, la forme d’un anneau 
fermé, appartenant à une courbe conjuguée, en faisant varier l’incli- 
naison de l’axe des y, l'aire S comprise dans cet anneau restera ordi- 
nairement invariable. Cette dernière proposition, dont la démonstra- 
tion se déduit d’un théorème donné par l’un de nous et relatif aux 
intégrales curvilignes, suppose toutefois que, l’axe des y venant à 
changer de direction par degrés insensibles, la valeur de y tirée de 
l'équation (1) n’atteint pas une valeur pour laquelle la dérivée de 
f(x, y) relative à y s’évanouisse avec f(x, y). 

Dans la dernière partie de son Mémoire, M. Marie considère non 
plus une fonction de y de x déterminée par la fonction (1), mais une 
fonction 3 de deux variables +, y, déterminée par une équation carac- 
téristique de la forme 

HR) 0. 
A des valeurs réelles de æ, y correspondent, en vertu de cette équa- 
tion, des valeurs de z réelles ou imaginaires, par conséquent de la 
forme 


ou de la forme 
3=V+ wi, 


u, v, w étant des fonctions réelles de x, y, z. Cela posé, concevons 
que les variables æ, y représentant deux coordonnées réelles, on 
construise : 1° la surface courbe dont l’ordonnée serait représentée 
par la fonction u; 2° la surface courbe dont l’ordonnée serait repré- 
sentée par la somme + + w, les axes coordonnés étant ou rectangu- 
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laires ou obliques. Ces deux surfaces seront celles que M. Marie 
nomme la surface réelle et la conjuguée de la surface réelle. Si, avant de 
résoudre l'équation caractéristique, on opère une transformation de 
coordonnées, en assignant une direction nouvelle à l'axe des z, on 
substituera ainsi aux variables æ, y, 3 trois nouvelles variables +,, 
Y, 3, qui offriront toutes trois, pour des valeurs réelles de æ, y et 
pour une valeur imaginaire de z, des valeurs correspondantes ima- 
ginaires, dans lesquelles Les rapports entre les coefficients de 1 seront 
constants. Réciproquement, si l’on attribue à æ,, y, des valeurs réelles, 
et à z, une valeur imaginaire qui satisfasse, avec æ,, y,, à l'équation 
caractéristique transformée, les valeurs correspondantes de æ, y, = 
seront généralement imaginaires, mais les rapports entre les coelli- 
cients de i dans ces dernières valeurs seront constants. De cette 
observation il résulte qu’à une même surface réelle correspondent, en 
nombre infini, des surfaces conjuguees, dont chacune a pour coordon- 
nées variables des valeurs réelles de æ, y, 3 que l’on obtient en rem- 
plaçant i par 1, dans des valeurs imaginaires de æ, y, z assujetties à 
la double condition de vérifier l'équation caractéristique et d'offrir 
pour coefficients de i des quantités dont les rapports demeurent con- 
stants. 

Les surfaces conjuguées, définies comme on vient de le dire, 
jouissent de propriétés remarquablés, analogues à celles des courbes 
conjuguées. Ainsi, en particulier, comme l'observe M. Marie, lors- 
qu’une surface conjuguée est fermée et limitée en tous sens, le 
vokime V compris dans cette surface et représenté par une intégrale 
double reste généralement invariable, tandis que l’on fait varier par 
degrés insensibles, ou entre des limites quelconques, ou du moins 
entre certaines limites, l’inclinaison de l’axe des z sur l'axe des æ ou 
sur l’axe des y. D'ailleurs, le produit de ce volume V par 1 est ce 
qu’on peut nommer la période imaginaire d’une certaine intégrale 
double. 

En résumé, les Commissaires jugent que le Mémoire de M. Marie 
présente, sur les périodes des intégrales simples et doubles, des 
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. à « ‘ : : » 

recherches intéressantes qui ont conduit l’auteur à des résultats nou- 
veaux, ef qu’en conséquence ce Mémoire mérite d’être approuvé par 
l'Académie. 


930. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la transformation des fonctions implicites 
en moyennes isotropiques, el sur leurs développements en séries trigo - 


nomeétriques. 
C. R., T. XXXVIIE, p. g10 (22 mai 1854). 


J'appelle série trigonometrique une série ordonnée suivant les puis- 
sances entières, ascendantes et descendantes d’une exponentielle 
trigonométrique. Dans le développement d’une fonction implicite en 
une série de cette espèce, le coefficient d’une puissance entière de 
l’exponentielle peut être souvent exprimé par une intégrale définie, 
dans laquelle on trouve, sous le signe sf une fonction non plus im- 
plicite, mais explicite, d'une autre exponentielle trigonométrique, ou 
même par la moyenne isotropique entre les diverses valeurs d’une 
fonction qui dépend de l’argument d’une variable substituée à la nou- 
velle exponentielle, mais douée d’un module inférieur ou supérieur à 
l'unité. J'indique dans le présent Mémoire un moyen très simple 
d'obtenir le développement dont il s'agit, en le déduisant de la trans- 
formation de la fonction implicite donnée en une moyenne isotro- 
pique de mème nature que celles qui expriment les divers coeffi- 
cients. Cette transformation permet d’ailleurs non seulement de 
déterminer sans peine les deux modules de la série qui représente le 
développement, mais encore de réduire, dans beaucoup de cas, 
chaque coefficient au résidu intégral d'une certaine fonction ration- 
nelle. On trouve ainsi, par exemple, avec la plus grande facilité, et 
sous une forme très simple, les divers termes du développement 
d'une fonction rationnelle des sinus et cosinus de l’anomalie excen- 
trique d’une planète en une série ordonnée suivant les puissances 


EXTRAIT N° 536. 149 


entières de l’exponentielle trigonométrique qui a pour argument 
l’anomalie moyenne, et les deux modules, ordinairement égaux entre 
eux, de la série qui représente ce même développement. 


ANALYSE. 


Supposons deux angles 0 et Ÿ liés entre eux par une équation algé- 
brique ou transcendante, en vertu de laquelle l’angle Ÿ soit une 
fonction implicite de 0. Si l’on pose 


s = efi, u = eŸi, 


l'élimination de 0 et Ÿ réduira l'équation donnée à une équation 
caractéristique entre les variables & et s, en vertu de laquelle x sera 
une fonction implicite de s. 

Concevons maintenant que, en vertu de l'équation donnée, Ÿ et 0 
se réduisent simultanément à un multiple quelconque de la demi-cir- 
conférence +. Soit encore 

Q—F(u) 
une fonction monodrome et monogène de la variable w. Si l'équation 
caractéristique entre les variables s, w a pour premier membre une 
fonction monodrome et monogène de chacune de ces variables, Q en- 
visagé comme fonction de s pourra être généralement transformé en 
une moyenne isotropique relative à l'argument moyen de deux va- 
riables nouvelles », æ, dont w sera considéré comme représentant 
une valeur particulière, mais dont les modules seront, le premier 
inférieur, le second supérieur à l'unité. D'ailleurs cette moyenne 
isotropique sera généralement développable en une série ordonnée 
suivant les puissances entières ascendantes et descendantes de s, et 
dans le développement ainsi obtenu le coefficient Q, de s” sera lui- 
même une moyenne isotropique que l’on pourra supposer relative à 
l'argument Ÿ de la moyenne w. Enfin l’on pourra ordinairement déter- 
miner avec une grande facilité le coefficient Q à l’aide du Calcul des 
résidus, et les deux modules de la série qui représente le développe- 
ment de Q à l’aide de l'équation caractéristique. En effet, chacun de 
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ces deux modules sera généralement inverse d'un volume de s, qui 
vérifiera l'équation caractéristique, jointe à cette équation différen- 
tiée par rapport à 4. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’équation caractéristique 
entre s et u soit de la forme 


(1) dus it à 


f(u) étant une fonction monodrome et monogène de u. Nommons 
d’ailleurs © l'argument commun de deux variables 6, æ, dont les 
modules soient, le premier inférieur, le second supérieur à l'unité, 


Le 


et posons 


(2) V'A(P), W=f(w). 


Enfin, concevons que, le module de s venant à croître ou à décroitre 
à partir de l’unité, on puisse en dire autant du module de uw. En dési- 
gnant à l’aide de la lettre X une moyenne isotropique relative à l’ar- 
gument commun + de # et de w, on aura, pour des modules de # et æ 
très voisins de l'unité, 


œ F(«) 
W — 5 


D, | LM [n.r| 
s—V 


(3) = | 


puis on en conclura 


n= a 


/ Le su 
(4) Q S Ms , 
la valeur de Q étant 
(5) Q;—=Mm ES ,s|, 


et la moyenne isotropique étant relative à l'argument Ÿ de la variable w. 
Si d’ailleurs s et F(u) peuvent être considérées comme des fonctions 
rationnelles de w, composées d’un nombre fini ou même infini de 
termes, l'équation (5) pourra encore s’écrire comme il suit : 


(6) LL. (ns) 
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Pour montrer une application des formules précédentes, suppo- 


sons que l’angle 0 se réduise à l’anomalie moyenne 7 d’une planète, 


et que l’angle Ÿ désigne l’anomalie excentrique liée à l'anomalie 


moyenne par l'équation 


(7) dW—esing —7, 


dans laquelle & est l’excentricité de l'orbite. Dans ce cas, l'élimina- 


tion de Ÿ et T'entre l’équation (3) et les deux suivantes 
s—=ert, u = e*Ÿi 


produira l'équation caractéristique 


et l’on aura par suite, dans la formule (3), 
€ 1 € : 
V—pve 1 ion 5 Due a 
Alors aussi l'équation (4) donnera 


(8) a = ri Genre 


A=—@ 


les valeurs de Q, et de @_, étant déterminées par les formules 


de (T) Hu) Fire (x) I (ut) 
(9) à Qu à (5 ) 2, 2 ( us" ] : 


(0) "(—7) 


dans lesquelles on pourra supposer 


(10) IH(u)=SDy7, 
ou bien 
ï 
(11) H(u)=-D,2, 
ou enfin 
MERS Ï Dy 4 
(12) Mu) (+ 2 De) 
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931. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Formules générales pour la transformation 


des fonctions implicites en fonctions explicites. 


C. R., T. XXXVIIE, p. 945 (29 mai 1854). 


La solution d’un grand nombre de problèmes exige la transforma- 
tion de fonctions implicites d’une ou de plusieurs variables en fonc- 
tions explicites. C’est ainsi que, pour résoudre les problèmes astro- 
nomiques, on doit d’abord transformer la fonction perturbatrice en 
une fonction explicite du temps; mais cette opération et les transfor- 
mations de même nature, effectuées à l’aide des méthodes connues, 
substituent généralement aux fonctions données des séries compo- 
sées d’un nombre infini de termes; et ce n’est qu’avec peiné que l’on 
parvient soit à démontrer la convergence de ces séries, soit à déter- 
miner leurs modules et les valeurs approchées des termes de rang 
élevé. Or ces démonstrations et ces déterminations deviennent faciles, 
lorsque, en s’appuyant sur les formules générales que j'ai proposées 
en 1831 (‘) et en 1846 (?), on commence par transformer les fonc- 
tions implicites en intégrales curvilignes étendues aux périmètres 
entiers de certaines courbes fermées. Ces intégrales, une fois obte- 
nues, on peut les développer en séries de diverses manières. Il y a 
plus : les courbes fermées auxquelles se rapportent les intégrales 
curvilignes peuvent, au gré du calculateur, s'étendre ou se rétrécir, 
du moins entre certaines limites, ce qui permet d’assigner à ces inté- 
grales une infinité de formes diverses. En opérant comme on vient de 
le dire, on pourra transformer, par exemple, une fonction implicite 
en une somme d’intégrales, dont les unes étant circulaires, c’est- 
à-dire étendues aux circonférences de certains cercles, se réduiront 
à des moyennes isotropiques; tandis que les autres, réduites à des 


(1) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. XV. 
(2) Zbid., S. I, T. X. 


Er 


DER 
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intégrales singulières du premier ou du second ordre, pourront 
être, dans le premier cas, représentées par des résidus d’une même 
fonction. 

Concevons, pour fixer les idées, que deux variables s et Q soient 
représentées par deux fonctions explicites d’une troisième variable 4, 
et que ces deux fonctions restent monodromes et monogènes entre des 
limites quelconques. Q sera une fonction implicite de la variable s; et, 
après avoir transformé cette fonction implicite Q, ou une puissance 
quelconque de Q, en une fonction explicite de s, représentée par 
une somme d’intégrales définies, on pourra aisément développer cette 
somme en une série ordonnée suivant les puissances entières, ascen- 
dantes et descendantes de s. Pour y parvenir, il suffira de développer 
en une progression géométrique ordonnée ou suivant les puissances 


ascendantes, ou suivant les puissances descendantes de s, l'un des 
facteurs renfermés sous le signe / dans chacune des intégrales que 
comprend la somme dont il s’agit; ou bien, sous le signe 9 ou E 
dans les moyennes isotropiques, ou dans les résidus substitués à ces 


intégrales. Chacun des deux modules d’une série ainsi obtenue sera 


généralement inverse du module d’une valeur imaginaire de s, pour 


laquelle l’un des facteurs renfermés sous le signe /', ou 3, ou f 
deviendra infini. D'ailleurs, ces modules étant déterminés, il de- 
viendra facile de calculer avec une grande approximation, dans le 


développement de chaque intégrale, le coefficient d’une puissance 
‘ 1 ’ I ‘ , s 
très élevée de s ou de -; et, pour effectuer ce calcul, il suflira de 


recourir aux considérations dont j'ai fait usage dans mes Mémoires 
sur les approximations des fonctions de très grands nombres. 

Dans un prochain article, j'appliquerai spécialement les formules 
générales ici établies-à la solution des problèmes astronomiques, et 
j'obtiendrai ainsi de nouvelles méthodes très expéditives propres à 
fournir, par exemple, le module et l'argument de la grande inégalité 
découverte par M. Le Verrier dans le moyen mouvement de la planète 
Pallas. 
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ANALYSE. 


Soient s et u deux quantités géométriques qui soient considérées 
comme les affixes de deux points situés dans un certain plan. Soient 
encore 


U—=tf(u) et Hu) 
deux fonctions de «, qui restent monodromes, monogènes et finies, 
dans le voisinage d’un point P dont l’affixe w est déterminée par 
l'équation 


(1) U—s—o, 


et même dans l’intérieur d’une courbe fermée, servant de contour à 
une certaine aire S qui renferme le point P. On aura, en supposant 
le résidu qu'indique le signe £ relatif au seul point P compris dans 
l'aire S, 
I (« IL (« 
(2) F ( ) Sr ( L 
CUU—Ss), D,U 


pourvu que, dans le second membre de la formule, on réduise la 
valeur de & à celle qui représente l’affixe du point P; et, si l’on veut 
que ce second membre soit une certaine fonction 


(3) Q—F(u) 


de cette mème aflixe, qui reste monodrome, monogène et finie dans 
le voisinage du point P, il suffira de prendre 
H(u)=F(u)D, U. 
Sous cette condition, l'équation (2) donnera 
L 


F(u) 
{ PTE = DUT: 
(4) (5 u F 

Soit maintenant © l'arc décrit à partir d’une origine fixe sur le 
contour entier de Paire S, par un point qui se meut en tournant 
autour de cette aire avec un mouvement de rotation direct; nom- 


4 
n 
+0 
Lee. 
ne. 
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mons c le contour entier de cette aire, et posons, pour abréger, 


EC); D, U. 


(3) F(u u)= 7 
On aura, en regardant, sous le signe f, u comme fonction de w, 


(6) EF) = sf LOL sd. 


Donc la formule (4) entrainera la suivante : 


— 
(7) den D D, U do. 


Chacune de ces équations (), (7) transforme immédiatement, en 


fonction explicite de la variable s, la fonction implicite de s, déter- 
minée par le système des équations (1) et (3). 

Si, en nommant f(u) une fonction de w qui reste monodrome, 
monogène et finie dans le voisinage du contour de l'aire S, on pose 
généralement 


(8) (= É(u) D, u do, 
0 


ou, en d’autres termes, si l’on désigne, à l’aide de la notation (S), 


l'intégrale curviligne 


(9) | —HOL 

étendue au contour entier de l'aire S, la formule (7) donnera Sim- 
plement 

(10) Q—(S), 


la fonction f(u) étant déterminée par l'équation (5). 
Si le contour de l'aire S se réduisait à un cercle dont le rayon füt7, 


_alors, en posant 


on aurait 
re," tu 248 M 
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et l'intégrale (9) serait réduite à 
eue ù t : 
Lt L— — F — NN st 
en u Su) dh — ne JC av = tu (a, 


la moyenne isotropique indiquée par le signe 9% étant relative à l'ar- 
gument Ÿ de w. Donc alors l'équation (7) donnerait 
a ne | TE D, |: 

Considérons maintenant deux courbes fermées dont l’une enve- 
loppe l’autre, le point P étant situé entre elles. Soient d’ailleurs A 
l'aire comprise dans la courbe enveloppée, B l’aire comprise dans la 
courbe enveloppante, et», w les aflixes variables des points situés sur 
ces deux courbes; enfin, partageons l’aire B — À comprise entre les 
deux courbes en éléments finis S, S,, S,, ..., dont l’un soit précisé- 
. ment l’aire S, et supposons que la fonction f(u) demeure mono- 
drome, monogène et finie dans le voisinage des points situés sur les 
deux courbes et sur les contours des éléments S,S,,S,, .... En dési- 


gnant, à l’aide des notations 
(A), (B), (S,), {(S,), -.., 
les valeurs qu’acquiert l'intégrale (S) quand on substitue à l'aire S 


les aires 


on aura 
(B)=(A)+($)+(8,)+(8,) +... 


par conséquent 
(2) | (S)=(B}-{(4)-(8)=(6,)—-:.;:; 
Si la fonction f(u) reste monodrome, monogène et finie en chaque 


point de chacune des aires 


les intégrales curvilignes 
(S,), (S,), 


: 
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s'évanouiront, et la formule (12) donnera simplement 


(13) | (S)=(B) — (A). 


Si d’ailleurs les aires À, B se réduisent à deux cercles dont les rayons 
soient r, À, alors, les contours de ces deux aires étant deux circonfé- 
rences de cercle, les affixes », æ de deux points de ces circonférences 
situés sur un même rayon vecteur, par conséquent de deux points 
correspondants au même argument ou angle polaire ©, seront de la 


forme 
ee Fret, wi Re, 


et l'on aura ; ; 
(A)=MIErF(v)],,  (B)—=M[wF(w)], 


en sorte que la formule (13) donnera 
(14) (S)=M[wF(w)] — MLvF(e)]. 


Observons maintenant que la valeur de l'intégrale (S) restera inva- 
riable, si la courbe fermée qui lui sert de contour varie et change de 
forme par degrés insensibles, sans que la fonction f(u) cesse d’être 
monodrome, monogène et finie en chaque point de cette courbe. La 
même remarque est applicable à chacune des intégrales 


(S,) (S,), 


Li 
Cela posé, concevons que la fonction $(u) reste généralement 
monodrome, monogène et finie en chaque point de chacune des 
aires S,, S . et ne cesse de l'être que pour certains points sin- 


”? .. 


 guliers, séparés les uns des autres, ou pour les points situés sur 


certaines lignes singulières. Supposons encore les aires finies 


qui représentent les éléments finis de l'aire 


HL'ELPS 


choisis de manière que chacune d’elles renferme ou un seul pornt 
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singulier où une seule ligne singulière. On pourra, sans altérer les 


valeurs des intégrales 
(S,), (S,) +, 


réduire les aires finies 


à des aires 


dont chacune offrira une ou deux dimensions infiniment petites, et 


alors les intégrales 
(S,), (S) 


se trouveront réduites aux intégrales 
(a), (b), ..., 


dont chacune sera une intégrale singulière du premier ordre dans le 
premier cas, du second ordre dans le second cas. Alors aussi la for- 
mule (12) donnera | 


(15) (8) =(B) AA) (a) (be 2) 


Si d’ailleurs l'aire B — À — S ne renferme pas de lignes singulières, 
mais seulement des points singuliers, les intégrales singulières (a), 
(b), ... seront toutes du premier ordre, et leur somme 


(a) #4b) +... 
se réduira au résidu intégral 
EF (u )}us 
étendu aux diverses valeurs de w, qui, étant racines de l'équation 


I 


$(u) 


6; 


représenteront des affixes de points situés dans l'aire B — A —S. 
Dans cette même hypothèse, l'équation 


(a) + (b) +...— D (É(U ))u 
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réduira la formule (15) à la suivante : 
(16) à (S)=(B)—(A)— L(F(u)}. 


Revenons maintenant au cas spécial où la fonction f(u) est déter- 
minée par la formule (5), et supposons les contours des aires À, B 
choisis de manière que l’aire B— A comprise entre ces contours ren- 
ferme un seul point P dont l’aflixe w vérifie l'équation (r). Alors de 
l'équation (10), jointe à la formule (15), on tirera 


G7). | Q—(B)—(A)—(a)—(b)—.... 
Cette dernière équation suppose que les deux fonctions 
U=f(e) et Q—F(u) 


restent généralement monodromes, monogènes et finies en chaque 
point de l'aire 

B—A—S, 
et ne cessent de l'être que pour quelques-uns de ces points, savoir 
pour certains points singuliers, ou pour ceux qui sont situés sur 
certaines lignes singulières. Si l’aire B — A — S ne renferme pas de 
lignes singulières, la formule (19) sera réduite à 


(18) Q—(B)— (A) — L(F(u)}s 


le signe £ s'étendant seulement à des valeurs de w qui représenteront 
les affixes des points renfermés dans l'aire B — À — S; et, si cette aire 
ne renferme pas de lignes singulières, ni de points singuliers, on aura 
simplement 


(19) ; Q—(B)— (A). 
Epfin, si, dans la dernière hypothèse, les aires A et B sont celles de 
deux cercles qui aient pour centre l’origine des coordonnées, on 


aura, en nommant #, w les aflixes de points situés sur les circonfé- 
rences de ces deux cercles, 


(20) Q—M[F(w)]— M[F(v)]: 
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et comme, en posant, pour abréger, 


V=f(v), W=f(w), 
on trouvera 


ps .. pF(v) ; __æF(w) a 
=D, Hw)= D. W, 
l'équation (20) donnera 
” D œ F(«æ) ph SS SE PNA È 
(21) GR y 2 Di | | #20) D, v|. 


On sera done ainsi ramené à l'équation (3) de la page 190... 


998. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Application des formules établies dans 


le précédent Mémoire à la solution des problèmes astronomiques. 


C. R., T. XXX VIII, p. 952 (29 mai 1854). 


Les résultats obtenus dans ce Mémoire seront exposés dans un pro- 


chain article. 


999, 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la transformation des variables qu déter- 
minent les mouvements d'une planète ou méme d'une comète en 
fonction explicite du temps, et sur le développement de ces fonctions 


en séries convergentes. 


* 
C. R., T. XXX VII, p. 990 (5 juin 1854). 


Les formules établies dans le précédent Mémoire transforment des 
fonctions implicites en fonctions explicites représentées par des inté- 
grales curvilignes; et, pour développer ces intégrales en séries con- 


à 
3 
3 
4 
à 
: 
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vergentes ordonnées suivant les puissances entières ascendantes et 
descendantes des variables, il suffit de développer un des facteurs 
compris dans chaque intégrale en progression géométrique. D'ail- 
leurs, les courbes auxquelles se rapportent les intégrales curvilignes 
peuvent changer de forme, par conséquent s'étendre ou se rétrécir du 
moins entre certaines limites; et, en choisissant convenablement les 
formes de ces courbes, on peut déterminer avec une grande facilité 
non seulement les deux modules, ordinairement égaux entre eux, de 
chacune des séries obtenues, mais encore des valeurs très approchées 
des termes d’un rang élevé. Parmi les résultats importants auxquels 
on parvient de cette manière, je me bornerai aujourd’hui à citer ceux 
qui sont relatifs à l’Astronomie. 

Comme l’a remarqué M. Le Verrier, les séries qui se présentent au 
calculateur dans la détermination des mouvements d’une planète, 
doivent, pour demeurer convergentes, lorsque l’inclinaison et l’ex- 
centricité ne sont pas très petites, s’ordonner non plus suivant les 
puissances entières de ces éléments, mais suivant les sinus et cosinus 
des multiples de l'anomalie moyenne. Alors les séries peuvent encore 
être supposées ordonnées suivant les puissancés entières ascendantes 
et descendantes de l’exponentielle trigonométrique s qui a pour argu- 
ment cette anomalie moyenne. Or, en s'appuyant sur les formules que 
j'ai données dans le précédent Mémoire, on peut aisément développer 
en une semblable série une fonction rationnelle et même souvent une 
fonction irrationnelle de l’exponentielle trigonométrique w qui a pour 
argument l’anomalie excentrique. Considérons, pour fixer les idées, 
le cas où la fonction développée Q est une fonction entière de w et 


I , ’ Lei e “ 
de =; alors, en égalant la sécante de l’anomalie excentrique à l’excen- 


tricité, on obtiendra pour cette anomalie une infinité de valeurs ima- 
ginaires auxquelles correspondront seulement deux valeurs, toutes 
deux réelles, de la variable s, et la plus petite de ces deux valeurs 
sera précisément la valeur commune des deux modules du dévelop- 
pement de Q. De plus, le module du n° terme sera sensiblement 
OEuvres de C.— S.1,t. XI. 21 
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proportionnel, lorsque » sera très grand, à la ni"* puissance du 
module divisée par la racine carrée de 2. 

Ces conclusions subsistent et permettent d’effectuer aisément les 
calculs, quelle que soit la grandeur de l’excentricité, pourvu qu’elle 
reste sensiblement inférieure à l'unité; elles permettent donc d’éta- 
blir encore avec facilité la théorie des petites planètes. Lorsque l’ex- 
centricité se réduit à l'unité, le module de chaque série étant lui- 
mème l'unité, l'inspection de ce module ne suffit plus à constater 
la convergence de la série. Mais alors, en suivant la méthode ici 
exposée, j'obtiens encore une valeur très approchée du terme dont 
le rang est z et, en supposant, pour fixer les idées, la fonction Q 
réduite au sinus de l’anomalie excentrique, je prouve que, pour de 
grandes valeurs de x, le module de ce terme est sensiblement pro- 
portionnel à l’unité divisée par z2 et par la racine cubique de ». 
Ajoutons que, dans la valeur approchée de ce module, l'intégrale 


Ld J reg La D 4 
eulérienne r(i)=vr se trouve remplacée par une autre inté- 


grale eulérienhe de même espèce, savoir, par r(3) qui se trouve 
ainsi substituée à la première, quand on passe de la théorie des pla- 
nètes à la théorie des comètes. 

Lorsque l’excentricité diffère très peu de l'unité, la méthode exposée 
est encore applicable et permet de trouver aisément les développe- 
ments en séries avec les valeurs très approchées des termes de rang 
élevé. Elle permet donc d'établir directement, dans un grand nombre 
de cas, et sans recourir aux quadratures, la théorie des comètes pério- 
diques. Ce résultat paraîtra sans doute digne de quelque attention. 

J'observerai, en finissant, que les calculs se simplifient lorsqu'on 
détermine la position d’un point situé dans le plan des affixes, non 
plus à l’aide de l’affixe de ce point, ou, ce qui revient au même, à 
l'aide d’un rayon vecteur et d’un angle polaire, mais à l’aide du loga- 
rithme de l’aflixe ou, ce qui revient au même, à l’aide de l'angle 
polaire et du logarithme du rayon vecteur, et lorsqu'on prend pour 
variables indépendantes ces deux dernières quantités. 


ii js à) à da ee LS neo à 


Ne. 
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J'observerai aussi que les formules obtenues dans le cas où l'excen- 
tricité se réduit à l'unité résolvent le problème relatif aux projec- 
tions homolographiques de M. Babinet, savoir le problème qui con- 
siste à couper la sphère par des plans parallèles à l'équateur et un 
méridien par des droites parallèles à la trace de l'équateur, de telle 
sorte que les zones interceptées sur le méridien soient proportion- 
nelles aux zones interceptées sur la surface de la sphère. Soient alors 
À la latitude d’un des points de la sphère situés sur l’un des plans 


, I . * . À ei à aa ‘ 
sécants, et —Ÿ la distance au pôle du point où le méridien est coupé 


par la sécante correspondante à ce plan. Le rapport de la zone sphé- 
rique à la surface de la sphère sera 


> 4 
— sin, 
2 


et le rapport de la zone plane, interceptée entre la sécante et la sur- 


face du méridien, sera 
d— sind 


f 

2 27T 
Pour que ces deux rapports soient égaux, il faudra que l’on ait 
(1) ÿ— sing = 7, 


la valeur de 7 étant 
T=r(1— sin). 


Or la valeur de Ÿ, tirée de l’équation (x), sera 


d=A,sin7 + A,sin27 + A,sin3 7 +A,sin4T +... 
“2 S A, sinnT, 


n=— © 


(2) 


les valeurs de A,, A,, AÀ,, À,,... étant 
A,=0,88010, A,=0,35284, A, —=0,20604, A,=0,14055, 


. 
3 


en d’autres termes, on aura 
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les valeurs de a,, a,, 43, a,, ... étant 
a —0,88010,  a:—0,88910, a, = 0,89148, a, — 0,89244, qui 


et convergeant, pour des valeurs croissantes de », vers la limite 


a—= 6° ————0,80h061, 
7 V3 or: 
540. 
ASTRONOMIE. — Sur les services que la spirale logarithmique 


peut rendre à l’Astronomie. 


C.R., T. XXX VII, p. 1033 (12 juin 1854). 


Lorsque les géomètres grecs se livraient à l'étude spéculative des 
sections coniques, ils ne se doutaient guère qu’un jour Kepler et ses 
successeurs reconnaîitraient l’ellipse et la parabole dans les orbites 
décrites par les planètes et par les comètes. Lorsqu'en passant des 
sections coniques aux courbes transcendantes et des courbes fer- 
mées aux courbes non fermées Jacques Bernoulli découvrait les 
belles propriétés de la spirale logarithmique, il ne se doutait pas 
non plus des services éminents que cette spirale pouvait rendre 
aux astronomes, en facilitant la détermination de ces orbites : tel 
est pourtant le fait étrange que je viens constater aujourd'hui. 

Si, en considérant le mouvement elliptique d'une planète, on 
nomme s et w les exponentielles trigonométriques qui ont pour argu- 
ments l’anomalie moyenne et l’anomalie excentrique, une fonction 


4 I . A 4 4 4 a 
entière Q de w et de = pourra toujours être développée en une série 


convergente ordonnée suivant les puissances entières ascendantes et 
descendantes de la variable s. D'ailleurs, comme je l’ai dit, les deux 
modules de cette série, égaux entre eux, se confondront avec la plus 
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petite des deux valeurs qu'acquiert la variable s quand on égale la 
sécante de l’anomalie excentrique à l'excentricité; et le coefficient 
d’une puissance entière de s dans la même série pourra être repré- 
senté par une intégrale curviligne relative à une courbe fermée qui 
aura pour aflixe la variable & et qui enveloppera de toutes parts, dans 
le plan des affixes, le point pris pour origine. La courbe à laquelle 
correspond la forme généralement attribuée à cette intégrale est celle 
qui se rapporte au module r de l’aflixe w, c’est-à-dire la circonférence 
du cercle qui a pour centre l’origine, autrement appelée péle et pour 
rayon l’unité. Mais, en nommant n la plus petite des valeurs qu’'ac- 
quiert la variable w, quand on égale l’anomalie excentrique à l’excen- 
tricité, et en désignant par 2 un nombre très considérable, on pourra, 
dans la détermination du coeflicient qui affecte la puissance du degré 
— n, ou du degré », substituer avec avantage à la circonférence dont 


il s’agit celle qui à pour rayon n ou . Alors le coeflicient Q, de s" 


et le coefficient Q , de s—" se trouveront représentés par de nouvelles 
intégrales curvilignes, qui se développeront sans peine en séries très 
convergentes, dont il suffira de calculer quelques termes pour obtenir 
des valeurs très approchées de Q, et de Q ,. 

Si l’on considère, au lieu d’une planète qui décrive une ellipse, 
une comète qui décrive une parabole, ou bien encore s’il s’agit de 
résoudre le problème relatif aux projections homolographiques, le 
module n de la série, qui représente le développement de la fonc- 
tion Q, deviendra équivalent à l'unité. Alors aussi les développe- 
ments de Q, et de Q , en séries changeront de forme; et, pour obtenir, 
avec une grande facilité, les nouveaux développements, il conviendra 
de faire correspondre les intégrales curvilignes qui les représente- 
ront non plus à deux circonférences de cercles, mais à deux courbes 
formées chacune par la réunion de deux portions de spirales loga- 
rithmiques. Concevons, pour fixer les idées, que l’on cherche le coef- 
ficient Q, de la puissance de s du degré ». Ce qu'il y aura de mieux à 
faire, ce sera de construire deux spirales logarithmiques qui partent 


166 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


simultanément du point situé sur l’axe polaire à la distance 1 du pôle, 
en formant avec cet axe un angle égal aux deux tiers d’un angle 
droit et qui s'arrêtent au moment où elles rencontreront pour la 
première fois le prolongement de l'axe polaire. Le système de ces 
deux spirales composera une sorte de courbe fermée en forme de 
cœur, et l'intégrale curviligne correspondante à cette courbe pourra 
être aisément développée en une série qui deviendra très convergente 
pour de très grandes valeurs de 7. Ce qui paraîtra, sans doute, digne 
de remarque, c’est que le nouveau développement, réduit à ses deux 
premiers termes, pourra fournir une valeur très approchée du coeffi- 
cient Q,, non seulement pour de très grandes valeurs de 7, mais 
encore pour des valeurs de z peu considérables; par exemple pour 
n—2, et même pour ?2 —1. Supposons, en particulier, que l'on 
veuille déterminer le sinus de l’anomalie excentrique d’une comète 
ou bien encore résoudre le problème énoncé dans la séance précé- 
dente et relatif aux projections homolographiques. Alors les valeurs 
de Q,, Q , seront égales aux signes près, et, si l’on réduit le dévelop- 
pement du coefficient Q, à ses deux premiers termes, l'erreur com- 
mise sur le nombre qui exprimera le module de ce coefficient sera 
d'environ ün cent-millième pour » — 4; elle restera inférieure à un 
dix-millième pour » = 2, et à un quart de millième pour r =1. 

Une spirale logarithmique se change en une circonférence de 
cercle quand le rayon vecteur, mené du pôle à un point de cette 
spirale, la coupe à angle droit. On peut donc dire que, pour faciliter 
dans le développement de Q la détermination des coefficients Q, 
et Q@.,, il convient de représenter ces coefficients par des intégrales 
curvilignes, dont chacune corresponde au système de deux spirales 
logarithmiques, tracées de manière à former, avec l’axe polaire, un 
angle qui se réduit pour les planètes à un angle droit, et pour les 
comètes aux deux tiers d’un droit. 
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ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la résolution des équations et sur 


le développement de leurs racines en séries convergentes. 


C.R., T. XXX VII, p. 1104 (26 juin 1854). 


Les formules que j'ai données, dans les précédentes séances, pour 
la transformation des fonctions implicites en fonctions explicites, 
permettent de résoudre aisément, dans un grand nombre de cas, des 
équations algébriques ou même transcendantes; mais, pour déduire 
de ces formules tous les résultats qu’elles peuvent fournir, il con- 
vient de joindre aux principes déjà établis quelques propositions qui 
paraissent dignes de remarque et que je vais indiquer. 

Concevons, pour fixer les idées, que, X étant, du moins entre cer- 
taines limites, une fonction monodrome et monogène de la variable x, 
on égale cette fonction X à un certain paramètre 4. Concevons, d’ail- 
leurs, que l’on sache résoudre l’équation ainsi obtenue dans le cas où 
le paramètre £ s'évanouit; nommons a une racine simple de cette der- 
nière équation, et «& la racine correspondante de l’équation donnée. 
Le module de £ venant à croître, « sera développable en une série 
convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de 4, tant 
que la racine « ne cessera pas d’être une racine simple pour un argu- 
ment quelconque de £. La série trouvée deviendra divergente, à partir 
de l'instant où le paramètre £ acquerra un module tel, que, pour ce 
module et pour une valeur convenablement choisie de l'argument 
de #, la racine « cesse d’être simple. Soit 0 le module dont il s’agit. 
Quand le paramètre z offrira un module inférieur à 0, on pourra déve- 
lopper, suivant les puissances entières et ascendantes de #, non seu- 
lement la racine &, mais encore toute fonction monodrome, mono- 
gène et finie de cette racine, par exemple une puissance entière de «: 
et le module de chaque série sera généralement le module du rap- 


EN ja ES à 
port 3- Si le module de £ devient supérieur à 0, on ne pourra plus 
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développer, suivant les puissances ascendantes de 4, ni la racine &, ni 
aucune de celles qui pourront cesser d’être, en mème temps qu'elle, 
des racines simples, mais seulement la somme de ces diverses racines 
ou de fonctions semblables de ces racines, par exemple la somme de 
leurs carrés, de leurs cubes, etc.; ce qui permettra, si m est le 
nombre de ces mêmes racines, de faire dépendre leur détermination 
de la résolution d’une équation du degré m. 

Considérons maintenant le cas où, pour une valeur nulle du para- 
mètre 4, l'équation donnée offre non plus une seule racine, mais 
m racines égales dont la valeur est a. Alors, d’après ce qui vient 
d'être dit, on pourra faire dépendre la détermination de ces racines 
de la résolution d’une équation du degré », dont les coefficients 
seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de 2; mais on peut aller plus loin, et je suis 
en effet parvenu à établir les deux propositions suivantes : 

Dans le cas dont il s’agit, on peut encore, pour des valeurs suffi- 
samment petites du module de #, développer chacune des racines qui 
acquièrent la valeur a pour une valeur nulle de #, en une série con- 
vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 1; seule- 
ment ces puissances ont pour degrés les divers multiples du rap- 

I 
port + 

Dans le même cas, si, le module de £ venant à croître, on nomme 0 
la valeur qu'acquiert ce module au moment où l’une des racines 
développées peut cesser d’être une racine simple, le développement 
de chaque racine sera représenté par une série qui sera convergente 
his. i\5 
jusqu à ce moment, et qui aura pour module le module de (3) - 

D'ailleurs, à l’aide des formules établies dans les précédents Mé- 
moires, je détermine sans peine, dans tous les cas, les valeurs appro- 
chées des termes qui occupent dans chaque série un rang très élevé. 

Les diverses valeurs de 0, correspondantes aux diverses valeurs 
de a, sont évidemment les modules des valeurs de 4 correspondantes 
aux valeurs de æ, que fournit non plus l'équation donnée, mais la 
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dérivée de cette équation. Par conséquent les divers nombres aux- 
quels 0 peut se réduire sont tous connus, quand on sait résoudre 
l'équation dérivée. 

Ajoutons que, au lieu de développer les diverses racines de l’équa- 
tion donnée suivant les puissances ascendantes du paramètre £, on 
peut les développer suivant les puissances ascendantes du para- 
mètre {—7, % étant une valeur particulière de #. On peut ainsi 
obtenir un grand nombre de solutions diverses d’une même équa- 
tion. 

Veut-on, par exemple, résoudre le problème aux Cartes homolo- 
graphiques de M. Babinet? Alors on pourra déterminer la racine Ÿ 
de l'équation 


(1) | y sing=T 
non seulement à l’aide de la formule 
sind — A,sinT + A,sin2 7 + A;sin3T +A,sin47T +... 


= K assinnT, 


n=0 


" 
| 


les valeurs de AÀ,, A,, À,, A,,... étant 
0,88010..., 0,35284..., 0,20604..., 0,14055.:.., 


et la valeur de A, étant sensiblement, pour de grandes valeurs de n, 


0,89461,.. 0,01900 
Ar = 4 ras 8 ? : 
à! à 


mais encore, à l’aide de la formule 


3 5 ë 43° 
3 =t+— £ 
(3) Là ce a 1400 js 292000 17248000 


la valeur de £ étant 
À 


t=(67), 
OEuvres de C.— S.1,t.XII. 22 
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ou, ce qui revient au même, à l’aide de la formule 


1 5 7 2n 
(4) V=aT +a; T+a T°+a T° +aT+...— PRE ; 
les valeurs de &,, a,, a,, a,, &,, ... étant 

1,81%12, O,1, O,01415, 0,00260, 0,00054, ..., 


et la valeur de a, étant sensiblement, pour de très grandes valeurs 


de 7, 


ñn 


Le ne (E) 


4 2T 
n° 


On pourrait aussi développer la racine 4 de l'équation (1) suivant les 
puissances étendues de 7 — T ou, ce qui revient au même, développer 
la racine Ÿ de l'équation 

(5) V+sinb=T 

suivant les puissances ascendantes de 7. On trouverait, dans ce der- 


nier Cas, 


6 sr L'ÉTAT 10080 PA 


: ST 4 À 
le coefficient de (3) étant sensiblement, pour de très grandes valeurs 


1,310249 /2\"” 
T 


+ 
n 3 


impaires du nombre , 


Si, dans la formule (6), on pose 


elle donnera 
d — 2204754"; 
et cette valeur de Ÿ, substituée dans l'équation (5), reproduira effec- 
tivement le nombre , 
T=0,78539...— 


EI A 
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942. 


CALGUL INTÉGRAL. — Sur une formule de M. AxGer et sur d'autres formules 


analogues. 


C. R., T. XXXIX, p. 129 (17 juillet 1854). 


J'ai reçu de M. Anger, président de la Société des naturalistes à 
Dantzick, une Lettre où l’auteur dit : 

« Occupé depuis longtemps de l'examen des fonctions que les 
astronomes allemands désignent par 1, savoir de l'intégrale 


27 
ri cos(ka — ksinæ) da — 2rl#, 
0 


j'ai réussi à en tirer un développement en forme de série, frappant 
par sa simplicité. Je ne sais s’il a été donné ailleurs. Je trouve 


4? k* 


h ; 
h?— 9? su (R2— 2) (h— 4) 


sin2AT 


27 
L cos(hka— k sin x) da = 1 + +... 
CA 


LS k k3 
SAT LE (R?2— 1) (h?— 3) euetr 


Si À est un nombre entier, on obtient comme corollaire le développe- 
ment connu et donné par Bessel, 


( =) 
2 
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En examinant attentivement la formule de M. Anger, j'ai reconnu 


qu’elle était comprise comme cas particulier, avec d’autres du même 
genre, dans quelques formules générales qu'on peut démontrer comme 
il suit. 

On a 


L We RAS € | ; 
() dde > 
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et l’on en tire : 1° en supposant Ax — 1, 


Ia, ER $ 
x(æ+i1)...(æ+n) 


(2) ==) 


2° en supposant ÀAx — 2, 


E,9.. 2 
—n)(T—-n+i1)...(æ+n—-1)(tT+n) 


(3) A? 


T—n FAR 


D'autre part, on peut, de diverses manières, transformer la fonc- 
tion = en intégrales dont les différences finies se déterminent aisé- 


ment. On a, par exemple, 


(4) ==f e-t# dt, 
0 


et l’on en conclut, en prenant Ax — 1, 


Are si, (e—t— 1)te-tx dt; 
” 0 
par conséquent 
1 (1— et)" 
(5) L OT ere qe. 
0 


æ(T+1)...(T+nR) RAS 


On a encore 

. 27H 
6 À See etzi da 
( ) æ  erxi y à , 


et l’on en conclut, en prenant Ax — 2, 


. 27 
I 1 re 
Ar —.— sa J (2isina)"e*ti da; 

0 


x e2rxi 


par conséquent 


1 
(æ—n)(x—n+i)...(æ+n—1)(rx +n) 


) s 27 Nr R EE AS 
— TS de at rs À i sin a) eXti da, 
e2Txi— 7} : 1 dr 


Soit maintenant f(:) une fonction de 3 qui reste monodrome, mono- 


(7) 


i 
À 
“à 
É 
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gène et finie pour un module de z inférieur à €, et désignons par 4,, 
a,, 4», .…. les valeurs de f(z), f(z), f’(3), ..., correspondantes à une 
valeur nulle de z. En nommant # une constante arbitraire tellement 
choisie, que le module du produit #2 reste inférieur à ce, on aura 


FE kz k2:° 
(8) F(Æz) = a+ ai — + le page +... 


Par suite, en supposant le module de # inférieur à €, on tirera de la 
formule (5) 


@ feetu-emaests ut, ee 
et de la formule (7) 
(10) f eit(—iksina) du = à EE, 
0 
la valeur de X étant 
k 4? 


1 
(11) A= 4 + a 


Qu ET 


(æ—1)(æ+1) RE PE de er 
Si, pour abréger, on pose 
(12) eXtif(— jksinx) — À + Bi, 


la formule (ro) donnera 


27 
| f A ha ré 
(13) Le 


27% 
F B da = #(i— cos2rx); 
0 


par conséquent 


(14) —— = tangrz. 
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Si l’on prend 
L 


f(a) = 


: ) 
Lors 


la formule (9) donnera, pour un module de # inférieur à l'unité, 


(15) 


LE I L 1.2 kB =f" sd FT 
æ  x(tx +1) æ(T+1)(xr +2) NU Fleet 


Si l’on suppose non seulement le module de #, mais aussi le module 


de ——> inférieur à l'unité, ce qui arrivera, par exemple, quand la 


> . . ne TS "EE | , . 2 
constante # sera positive, mais inférieure à => l'équation (15) don- 


nera 
ÊLEA 1 0 1.9 + 1.2.9 b+ 
|z x(æ +1) x(æ+1)(æ +2) æ(æ+1)(æ+2)(x +3) = 
(16) 
| HU I k I k? L k3 1 


FiLkz CUIANSNI ONDES An PE A 


Si l’on supposait précisément 4 — r, le module de x + 1 étant supé- 
rieur à l’unité, la formule (15) donnerait 


I 1.2 I 


J 
x ati 0 MO 0) a: 


2 


par conséquent 


[ 1.2 T 
+ nu ue 7 CE ae , 
1+æ  (1+æxz)(2+x) ZÆ—1 


(18) 1 + 


et l’on serait ainsi ramené à une formule de Stirling. 
Si l’on prend 
f(s)=#!, 


la formule (10) donnera 


eTxi I 


27 
(19) [ etax-ksint)i Je — : 
0 


(22) 
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et, par suite, 


2T 
| cos(az — ksinæ) dx — #sin2rx, 
. 
(20) { co 
| É sin(ax — ksinæ) da = #(1—cos27r x), 
“0 


la valeur de X étant 


1 k *% k? 
# le-itar0 SCT ET PEUT ie 


(21) D. & — 


La première des équations (20) coincide avec la formule de 
M. Anger. 

Si l’on divise la seconde des intégrales (20) par la première, on 
trouvera : 


27 
f sin(ax — ksinæ)da 
0 


= tangrx, 
12 


27 
ke cos( az — Kksinæ) dx 
(0 


ce que donnerait aussi la formule (14). Le rapport de ces deux inté- 
grales est donc indépendant de la constante # renfermée dans chacune 


‘d'elles. 


On pourrait remarquer encore diverses formules que l’on déduit 
des précédentes, en attribuant aux quantités æ, # des valeurs imagi- 
naires. Si, pour fixer les idées, on remplace + par æi et # par ki, on 
tirera de la formule (>) : 

1° Pour des valeurs impaires de x», 


(1 RES HE lateit À 


27 
RS ES Lu 1.2.3... 
(23) L e sin FRS EN ESS. CAT 


2° Pour des valeurs paires de », 


27 
DE Re æ LR PE SOU ds  RNES 
(24) [ ete pin RE OA a EU e—?rx). 
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Alors aussi la formule (19) donnera 


27 
(25) Î e-Xx+ksina da = Æ(1—e-?%z), 
mé 


la valeur de X étant : 


I _ k Fe 43 k3 
x x? +1 æ(x?+ 2°?) LE (+ 1)(x?+ 3?) 


(26) D ST 


et, comme le produit 
A(1— et) 


variera dans le rapport de 1 à e?**, quand on changera simultané- 
ment æen —æetÆen — #, on aura encore 


27 
J: e-4x+ksina J 
0 
27 
: e—4x+ksina da 
è 


_ Nous observerons, en finissant, que l'équation (14) peut être pré- 
.. 


— eg? 


sentée sous la forme symbolique 
(28) : À et f[k(1—e-t)] dt =f(—kA,) — 
0 


Comme on aura d’ailleurs identiquement 
et—1—(1—e"t), 
on trouvera encore 


f(— AA) 7 
1+A, +1 


(29) fete e-na- 


et, plus généralement, 


ICRA) 1 
({i+A,) æ+7y 


(30) fete = 


Si, dans les équations (28), (29), on prend successivement pour 


rS 
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f(z) les fonctions 


ARE 
+ 
un 
pe 
| 
dr 
LA 


I L I I 
SEE) 2 |1G—3) 
et si l'on a égard à la formule 
(31) 


dans laquelle la valeur de c, est 


F: 1.2.3... + g + h +...) (2) r\?#/1\5/ 
pe ++ g+ +... (e] 5 14 a Sie 
nt A en AO PPS Er) ag) (rt AE NA} X3 (7) 


le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, 
/ . ET 4 . 4 
de f, g, k, ..., qui vérifient la condition 


f+2g+3h+...—n, 


on obtiendra des équations qui subsisteront pour des modules de # 
inférieurs à l'unité; puis, en posant 


D à 


on retrouvera les formules que M. Binet a données dans les pages 111 


et 114 de son Memoure sur les intégrales eulériennes. 


043. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur l'induction en Analyse et sur l'emploi 


des formules symboliques. 


C. R., T. XXXIX, p. 169 (24 janvier 1854). 


L'induction peut être utilement employée en Analyse comme un 
moyen de découvertes. Mais les formules générales ainsi obtenues 


9 
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doivent être ensuite vérifiées à l’aide de démonstrations rigoureuses 
et propres à faire connaître les conditions sous lesquelles subsistent 
ces mêmes formules. Donnons à cette réflexion quelques développe- 
ments. 

Parmi les fonctions qui reparaissent souvent dans le calcul, on doit 
surtout remarquer les exponentielles qui se reproduisent par diffé- 
rentiation, et dont les différences finies se déterminent encore avec 
la plus grande facilité. 

On a, en effet, 

Der —ex 
et, en supposant Ax — 4, 
(1+A,)et— eter, Ayet—(et—1)e. 
On à plus généralement, en désignant par & un coefficient constant, 


Det getx, (1+ A, )err — eateçax, 


par conséquent 


n LES 
D”. etz — aq" eZ, 


et de ces formules, jointes à l'équation 


fe aa a a? 
CUT + + — +... 
I 1.2 


on déduit Immédiatement la formule symbolique 
(HA AS TETE EP ent, 


Il y a plus : cette formule subsistant, quelle que soit la constante a, 
on pourra évidemment y remplacer l’exponentielle e** par une somme 
de termes proportionnels à de semblables exponentielles, et, en 


posant 
f(x) —Aetz+ Berr+Cez+..., 


on aura encore 


(1) (1+ A,)f(x) = e%ef(x) 
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ou, ce qui revient au même, 


Em 
Re) 
Sr 


f(a+e)= (: +2D.+ € D: +...) (>). 


Or on pourra, par induction, étendre les formules (1) et (2) au cas 
où f(æ) est une fonction quelconque de la variable x. Mais la formule 
de Taylor ainsi obtenue n’est pas toujours exacte; elle subsiste seule- 
ment sous la condition que la fonction f(x) reste monodrome, mono- 
gene et finie, pour le module attribué à la variable + et pour un 
module plus petit. 

Des observations semblables s'appliquent aux diverses formules 
générales qui peuvent se déduire par induction de l'équation (1), et 
parmi lesquelles on doit surtout remarquer celles que je vais indi- 
quer. 

Si, dans les deux membres de l'équation (1), on conserve seule- 
ment les facteurs symboliques, en se dispensant d'y écrire la fonction 
f(æ), on obtiendra la formule symbolique 


(3) 1 + À, = ex: 


et de cette formule on déduira par induction les trois suivantes : 


(4) D,— —1(1+ A4), 
œ 
I [1 
(3) É- 
I Li 
Fes D) IG ED) 


Or il'suflira de développer les seconds membres des équations (4), 
(5), (6) en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des 
lettres caractéristiques A, ou D,, puis d'appliquer les deux membres 
de chaque équation considérés comme facteurs symboliques à une 
fonction déterminée f(x), pour obtenir trois formules générales dont 
la première, déjà connue, fournira le développement de la fonction 
dérivée 

Dette) 
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en une série de termes proportionnels aux différences finies des divers 
ordres de la fonction f(æ). Les deux autres formules générales four- 
niront deux développements distincts de la différence 


(7) a CE LOL 

Le premier de ces développements, trouvé par Maclaurin, sera com- 

posé de termes proportionnels à la fonction f(x) et à ses dérivées des 

divers ordres. Mais, dans le second développement, les diverses déri- 

vées de la fonction f(x) seront remplacées par ses différences finies. 
I'importe d'observer que, si l’on nomme r le module de la variable z, 

le développement de la fonction 


ll 


e — I] 


suivant les puissances ascendantes de z fournira une série dont le 


module sera 
r 


2T 


D'autre part, si, en attribuant au module 7 de = des valeurs crois- 
santes, on nomme + la plus petite valeur de 7 pour laquelle la fonction 


à sn : x . Fr 
f(x + 3) cesse d'être monodrome, monogène et finie, le rapport - 
Le 


sera le module de la série qui aura pour terme général l'expression 


on 
LA 


a Fr 


— Dif(æ). 


Donc le terme général de la fonction de Maclaurin sera le produit de 


la quantité 
RSR EERTET 


par le terme général d’une autre série dont le module sera celui de 


(e 4 


Donc la série de Maclaurin, comme celle dont le terme général est le 
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produit 1.2.3...n, offrira un module infini et sera divergente, à 


. . | Ne. 
moins que l'on n'ait 4 


“5 0, | par 2 CR 


Done, pour que la formule de Maclaurin subsiste, il sera nécessaire 

que la fonction f(x) ne cesse jamais d’être monodrome, monogène et 

finie, ce qui arrivera, par exemple, si f(æ) est une fonction entière 

de æ, ou d’exponentielles réelles ou imaginaires de la forme e“*, 
D'autre part, comme les développements des expressions 


il 
I(1+3) et IG +3) 


suivant les puissances ascendantes de z fournissent deux séries dont 
le module est l'unité, les deux formules générales déduites des équa- 
tions (4) et (6) ne subsisteront que si la série 


(8). f(x), Af(æ), Af(x), .……, 


dont Le terme général est A'f(æ), est convergente, par conséquent si 
elle offre un module inférieur, ou tout au plus égal à l’unité. C'est ce 


qui arrivera, par exemple, si l’on suppose 


I 
He) = re 


et alors l'équation (4) reproduira, pour des valeurs positives du rap- 
5 œ 
port =; la formule connue 


æ + a ue +3 
. = I + œ + a° 
a æ+2a (æ+2a)(æ+3a) 


+..., 


qui se réduit à l'équation (18) de la page:174, quand on y remplace x 
par æ(æ — 1). 

Arrêtons-nous maintenant au développement de l’expression (7) en 
une série de termes proportionnels à la fonction f(æ) et à ses difré- 
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rences finies des divers ordres. On aura 


I tie 
IG +23) 7 


him 


n= 


5 N Cast 3)", 


n=0 


hu | 


les valeurs de c, et de c, étant déterminées par les formules 


I Li Li I I 
CT) Cn = —— > — — Ci — Chat RO ue eo TTC ni de 
1 2 ñ ñn Et n 1 1 2 3 n—2 2 n—1 


Done, en posant, pour abréger, 


(9) p(æ) — es | f(x) = N Cal 03) 2), 
on tirera de l'équation (6) 
(10) 2) = 2 f rte) de — o(x) + w(&), 


les intégrales qu'indiquent les signes > rs étant prises à partir 
d'une même origine que nous désignerons par la lettre x, et 5(x) 
désignant une fonction périodique, mais arbitraire, dont la valeur ne 
changera pas quand x recevra pour accroissement un multiple de la 
quantité Ax = &. Si d’ailleurs on suppose la différence æ — x réduite 
à un multiple de &, on aura simplement | 


m(æ)—=— œ(x), 
et par suite la formule (10), dans laquelle les intégrales sont prises à 


partir de l’origine x — x, donnera 


(1) D rCæ)= À frt2) de — o() +o(x) 


Si, pour fixer les idées, on pose x — r, et de plus 


HN t, f(z)= = 
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la formule (11) donnera 
I Ets Ü I 
(12) DS + Sir horr ele— qe) + pr), 


TL 


la valeur de 2(x) étant donnée par l'équation 


AE o=|T = | 


ou, ce qui revient au même, par la suivante 


n = © 
Hu 10 
A o(x) = N Con ———— 
(4) ?(æ) airs (A HRAT 
n=0 
en sorte qu'on aura 
[ 7 I I I 
Q(X) = = — + — ——— + — — 
ED 12 &(æ +1 13 Z(THI1)(æ +2) 
1 I 
10 
:(43) 60 x(æ +1)(x+2)(x +3) 
ir Re : 
120 æ(tæ+i)(æ +2)(æ +3)(x +4) 
MU nt an datés si NE MN eh 75e 
et 
(16) (1) SE PT 0,57721566.. 
= — Era 4 ES RS ST Tee — 97721900.... 
à 3 * 24 72 2880 800 RU 


Si, en supposant x — 1 et —1, on prenait 
He) = tr, 


la formule (11) donnerait 
(13) à Ix=li+l2+,..+l(x—-1)=zxlx — x +o(x) —o(:), 


la valeur de 9(x) étant 


(18) = sl 
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D'ailleurs, eu égard aux formules 
D,—l(1 + A3), 


Dir sk 
FA 


on pourrait encore présenter l'équation (18) sous la forme 


j I I I I I 
(19) OC rever ei 


Les formules (11), (12), (17) s'accordent avec celles que j'ai don- 
nées dans la précédente séance, et avec les formules données par 
M. Binet, pour des valeurs spéciales de f(x), dans le Mémoire sur 
les intégrales eulériennes. Pour établir ces formules en toute rigueur, 
et même pour déterminer la valeur de la constante #(1) qu'elles ren- 
ferment, on peut recourir à la transformation des fonctions en inté- 
grales définies. Ainsi, par exemple, pour obtenir la valeur de la fonc- 


IT(æ) à Læ, 


telle que la donne la formule (17) jointe à l'équation (19), et même 


tion 


pour étendre la formule ainsi obtenue au cas où la variable æ admet 
des valeurs positives quelconques, entières ou non, il suffit d'établir 
généralement l'équation 


(20) iT(e)=(e— lee + Lio io (LS -i)eet. 


Or on peut établir très simplement cette équation et une multitude 
d’autres équations de même genre, en s’appuyant sur la théorie des 
intégrales singulières, comme on va le faire voir. 

Soient uw, e deux fonctions de z, qui, demeurant finies pour des 
valeurs finies et positives de 4, s’évanouissent pour { — 0; soit encore 
f(x) une fonction qui devienne infinie pour z — 0, mais reste finie 
pour toute valeur finie et positive de z, et supposons que le pro- 
duit 3 /(z) se réduise, pour : — 0, à une constante finie #, et, pour 

— +», à zéro; soient enfin uw et v les valeurs de D,u, D,e correspon- 
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dantes à une valeur nulle de 4. La théorie des intégrales singulières 


donnera 
(21) fe L/Cu) Dieu — f(v) Dee] dt ke + 
: | 
Si, pour fixer les idées, on pose 
ÊmE viser RAYLES 
æ étant positif, la formule\( 20) donnera 
ve —É_ p—t 
(22) ji: : LE Here 
é D 
Si l’on pose, au contraire, 
UE à, peer fs) (HAL, 


. on trouvera 
0 4 t%. 
(23) f ES DE Ue à Li fd=o: 
: $ [A I1— 6e 


mais, d'autre part, on aura 


(24) F(z)= f_ 6-1e-t40, 
0 

par conséquent . 
(25) P(æ)= f 6-1e-110d0; 

0 
et, de cette dernière formule, jointe aux équations (21), (22), on 
tirera | 
(26) Fe sn po. — ) Cp: À 


Or il suffit d'intégrer, par rapport à æ, les deux membres de léqua- 


tion (26), à partir de l'origine x — a: et ayant égard à la formule 


& nant 
I Ï dt à f I 

(29) + ps 7 78 EE LE T; RE mg Le 
: e—e ? (a at) 


pour retrouver immédiatement la formule (20). 
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Au reste, l'équation (20) et les formules analogues qui serviraient 
à transformer la somme > f(x) en intégrale définie, et par suite à 


établir rigoureusement les résultats qui se déduisent de l’équation (6), 
peuvent être fournies elles-mêmes par la méthode d’induction. Ainsi, 
en particulier, pour obtenir l’équation (20), il suffit de Joindre à 
l'équation (19) les deux formules 


14 4 
+de", Fu a à e=tz di, 
0 


et d’avoir égard à la formule (27). 

Généralement, pour obtenir ainsi des formules analogues à l’équa- 
tion (20), il suflira de transformer la fonction f(æ) en une intégrale 
définie simple ou double qui offre sous le signe k la variable æ dans 


un seul facteur de la forme e-‘* ou e*‘*i, On y parviendra, par 
exemple, à l’aide de la formule | 


e)= re [ Î e&—Wi f(j2) due dà, 


à laquelle on pourrait substituer encore les formules du même genre, 


dans lesquelles un des signes s E est remplacé par le signe + 


5h 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les intégrales aux différences Jinies. 
C.R., T. XXXIX, p. 214 (31 juillet 1854). 
Soit f(x) une fonction donnée de la variable x. L'intégrale aux 


différences infiniment petites ff(æ) dæ ne sera autre chose qu’une 


nouvelle fonction F(x) propre à vérifier la formule 


(1) D, F(xz) = f(x), 
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et pareillement l'intégrale aux différences finies ps f(æ) ne sera autre 


chose qu’une fonction (+) propre à vérifier l’équation 
(2) A, $(æ) —f(x). ie 


Par suite, ces deux intégrales pourront être présentées sous les formes 


symboliques 

1É(æ) 
(3) F(x)= 
(4) d(a)= ©), 


et des équations (3), (4), jointes à l'équation symbolique 
D, 


1 + A, = e* 


dans laquelle on suppose & — Ax, on tirera 
(5) $(æ) == F(z)— g(x), 


la valeur de 9(æ) étant déterminée par la formule symbolique 


I 


‘ I 
(6) e(æ)= (5 — a) fe) 
ou, ce qui revient au même, par l’une des deux suivantes : 


I 


(7) . e(a)= (me) fe) 


L 


(8) = À lier 


Il y a plus : à la formule (8), que l’on peut écrire comme il suit, 


(9) = rte +| m5 2 f(x), 


on pourra substituer encore d’autres formules analogues. Ainsi, en 
particulier, de l'équation (9), combinée avec la formule symbolique 


aæDz;—1(1+A,), 
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on déduira immédiatement la suivante : 


I 1 aD;f(æ) 
I(1+ A3) 


(10) OO ES rer ve on im 

Pour réduire les formules symboliques (7), (8), (ro) à des équa- 
tions qui déterminent avec précision la valeur de o(x), il suflira 
généralement de transformer la fonction f(x) en une somme de 
termes proportionnels à des exponentielles de la forme e“?, Suppo- 
sons, en effet, 


(11) f(x) =S 4 ef, 
a, A désignant des coefficients réels ou imaginaires dont le second 


change de valeur avec le premier, et la somme qu’indique le signe $S 
pouvant se transformer en une intégrale définie. L’équation (7) don- 


nera 
I I 
et 
I I I I Fi 


Remarquons d’ailleurs que la formule (11) continuera de subsister, 
si l’on suppose la valeur de f(x) donnée par une équation de la 
forme 


(14) f(æ)=S(Aetz+B), , 


A et B étant des fonctions de a. 
Revenons maintenant à l'équation (5). On en tirera 


(15) f(a)= À [ f(e) de —o(æ) 
Dans cette dernière formule, l'intégrale 


[radar 


peut être censée renfermer une constante arbitraire. En déterminant 
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LA 


cette constante de manière que f(x) s’évanouisse pour æ = x, on aura 
" Tr 
(16) = f fods-ç(e)+e(). 


Lorsque, dans l'équation (16), on substituera pour &(x) sa valeur 
tirée de la formule (12) ou (13), on obtiendra pour f(x) une fonc- 
tion complètement déterminée, et cette fonction sera certainement 
une valeur de l'intégrale > f(æ), ou, ce qui revient au même, une 
valeur de f(x) propre à vérifier l'équation (2); car on tire de l’équa- 
tion (16) 


I 


(19) A, f(x) —  f f(s)ds —Asq(zx), 


(e 4 


et, en vertu de la formule (9), jointe à l'équation (12) ou (13), le 
second membre de l’équation (17) se réduira précisêment à f(x). 

Au lieu de tirer de la formule (12) ou (13) la valeur de &(x), on 
pourrait développer 9(æ) en une série de termes proportionnels à la 
fonction f(x) et à ses différences finies des divers ordres; et, pour Y 
parvenir, il suflirait de développer, dans le second membre de la for- 
mule (8), l'expression symbolique 

I I 

(+4) Âe 
suivant la puissance ascendante de A,. On pourrait aussi, en partant 
de la formule (10), développer #(x) en une série de termes propor- 
tionnels à la fonction dérivée D, f(x) et à ses différences finies des 
divers ordres. Mais les valeurs de o(æ), ainsi déduites des for- 
mules (8) et (13), ne subsisteraient que dans le cas où les séries 
obtenues seraient convergentes, et cette convergence exige que la 
série formée avec Les différences finies de la fonction f(x) ou D, f(x) 
ait pour module un nombre inférieur ou tout au plus égal à l'unité. 

Pour montrer une application très simple des formules que nous 


venons d'établir, supposons 
I 


f(x) em 


TL m 
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m étant un nombre quelconque. Dans cette hypothèse, la formule (11) 
pourra être réduite à 


/ ME Fes te : m—1 Lt 
(18) De FO) EE ho : À À 
et la formule (12) donnera 

| — I x 1 FE ES h . m—1 ,—t ‘ 
(19) 2) po (—= =). € di 
tandis que l’on aura 

“ dæ 1 1 1 

(20) an NT He ca (= ri =) 


X 


. Fr . . Te. , 
Donc, pour obtenir une valeur de DE qui ait la propriété de s’éva- 
‘ T 


nouir avec la différence æ — x, il suffira de prendre 


(21) ŸY = — (= — = )— 9(a) + 8(x) 


æ'i M I x/-1 aæm—ti 


la fonction 9(æ) étant déterminée par la formule (19). 


Si l’on supposait 
ær= te, 


la formule (14) serait réduite à 


ROSES HN ÈS A 
(22) lg 4 . dit: 
uw 
et la formule (13) donnerait 
ri dE Pa Fe 
(43) eæ)= le + f (= œl se Pr 


tandis que l’on aurait 
(24) ‘i 1x dx = x(lx —1)—x(Ix— 1). 


Donc, pour obtenir une valeur de Xlæ qui ait la propriété de s’éva- 
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nouir avec la différence æ — x, il suffit de prendre 
(25) dix (ls —1)—x(Ix—1) — q(x) + o(x), 


la fonction (x) étant déterminée par la formule (23). 
Si à la formule (13) on substituait la formule (10), on en déduirait 
immédiatement la valeur de Zlæ développée en une série de termes 


he “ sd I “ . ’ . . 
proportionnels à la fonction = et à ses différences finies des divers 


ordres. 


949. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur un théorème général qui fournit immédia- 
tement, dans un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une 


série simple ou multiple demeure convergente. 
C. R., T. XL, p. 162 (22 janvier 1855). 
Le Mémoire lithographié que j'ai présenté le 11 octobre 183r (‘) à 
l’Académie de Turin renferme un théorème qui, eu égard aux 


remarques faites dans les Comptes rendus de 1851 et 1852, peut 


s’énoncer comme il suit : 


THÉORÈME [. — Sort | 
Hs CP, V5, :::) 


une fonction des variables 


FER ER LR ET 


qui demeure finie, monodrome et monogène pour des modules de ces 


vartables respectivement inférieurs à 
) ERA SM À 


Soit d’ailleurs R la plus grande valeur que puisse acquérir le module de 


(1) Œuvres de Cauchy, S. WH, T. XV. 
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la fonction u, quand on attribue aux variables x, y, z, ... les modules 
x, V, Z, ... La fonction u sera développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables x, y, =, ... 
tant que les modules de ces variables demeureront respectivement infe- 


rieurs à X, V, Z, .... De plus, si l’on pose | 


(1) (1?) (2) (5) 


les modules du terme général et du reste de la série en question seront 
respectivement in férieurs aux modules du terme général et du reste de la 


série qui & pour somme Le produit 


Ro. 
Corollaire. — Comme le coefficient du produit 
Ft ét EU ; 


dans le développement de chacune des fonctions 


DR, 


est précisément le rapport qu'on obtient quand on divise par le 


nombre 


la valeur qu'’acquiert pour des valeurs nulles de æ, y, 3, ... la dérivée 
DED*D’...u ou DSD}D:...(Ro), 


il est clair que le théorème I comprend la proposition suivante : 


Tuéorème I. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1, 

la fonction u et ses dérivées partielles des divers ordres offriront, pour 
des valeurs nulles de x, y, 3, ..., des modules respectivement inférieurs 
aux valeurs correspondantes de la fonction Rw et de ses dérivées par- 


tielles des mêmes ordres. 
Si l’on substitue aux variables 


DS Ye 85 Ve) 


EXTRAIT Ne 545. 193 


les différences 
æ — E, & das! E 3—£, sur 


£, n.C, .… désignant des valeurs particulières attribuées aux variables 
æ, Y, &, .., alors, à la place du théorème IT, on obtiendra la proposi- 
tion suivante : 


TuéorÈèME LIT. — Soit 
ME PI TR 5.) 


une fonction des variables 


RESTE MER 


qui demeure finie, monodrome et monogène, dans le voisinage des 


valeurs particulières 
RES E, NE Se BG ve 
et tant que l’on attribue aux différences 
LE. Val. 2 8, 
des modules respectivement inférieurs aux quantités positives 
à 


Soit d'ailleurs, dans le cas où ces différences acquiérent ces modules, 


R {a plus grande des valeurs que puisse acquérir le module de u, et posons 


danse ee) dr 


La fonction u et ses dériweées partielles des divers ordres ofriront, pour 
ae pie "14 A 4 

des modules respectivement inférieurs aux valeurs correspondantes de la 

Jonction Row et de ses dérivées partielles des mêmes ordres. 


Le théorème Il entraine évidemment avec lui un théorème général 
que l’on peut énoncer comme il suit : 


THÉORÈME IV. — Sorent 
Sp ns ETS 
OEuvres deC.— S.1,t. XII. 29 
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diverses fonctions des variables 


T, 


dont chacune demeure finie, monodrome et monogène dans le voisinage 


des valeurs particulières 
ZE, 
et tant que l’on attribue aux différences 
TE, y—10, 3—K%, ..., 
des modules respectivement inférieurs aux quantités positives 
X, ÿs 2 
Soient d'ailleurs, dans le cas où ces differences acquérent ces modules. 
A, B;°E, 


les plus grandes des valeurs que puissent acquérir les modules des fonc- 


lions 
el posons 


oO e(- (EC 


Enfin, soi Q une fonction développable, pour de très petits modules des 
différences 


TE, Y—Nn, 32—6, ..., 


en une série simple ou multiple dont chaque terme soit le produit d'un 
facteur variable par d'autres facteurs respectivement égaux aux valeurs 


que prennent les fonctions 
X, + b, 23 


ou leurs dérivées partielles des divers ordres, à l'instant où l’on pose 


Le développement de Q restera convergent, si l’on obtient une série con- 
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vergente en remplaçant dans chaque terme de ce nat sat le facteur 


variable par son module, et les fonctions 


par les produits 


Ce théorème général fournit immédiatement des limites entre les- 
quelles demeurent convergentes les séries qui représentent les déve- 
loppements de fonctions explicites ou même implicites. 

Concevons, pour fixer les idées, que, 


X — f(x) 
étant une fonction finie, monodrome et monogène de la variable x, 
pour un module de æ — £ inférieur à une certaine quantité positive x, 


on développe, en une série ordonnée suivant les puissances entières 
et ascendantes de #, celle des racines de l'équation 


(3) z=E+IX, 


qui se réduit à £ pour # — 0. En attribuant à £ un module suffisam- 


ment petit, on aura 


& D 
ss 2 X+..., 


+ e , 
(4) D=E+IX + —— Dix + 


æ devant être réduit à £ dans le second membre de la formule (4), 
après qu’on aura effectué les différentiations indiquées par la lettre 
caractéristique D,; et la valeur de æ, ainsi déterminée, vérifiera 
l'équation (3), tant que la série comprise dans la formule (4) sera 
convergente. Soit d’ailleurs A le plus grand module que puisse 
acquérir la fonction x quand la différence æ — £ acquiert le mo- 
dule x. En vertu du théorème IV, le développement de æ fourni par 
la formule (4) sera convergent, si l'on obtient une série convergente 
en supposant, dans le second membre de cette formule, £ positif, en 
y remplaçant la fonction X par le produit 


Aw — À (: os 2), 
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et en posant æ = £ après les différentiations relatives à æ. Or on aura, 
sous cette condition, 


Dr-: (1 2) = 1.268. i(an — 2) 1 
x 


Po ni) x 


et par suite, en remplaçant X par le produit Aw dans la formule (4), 
on trouvera | | 


A?t° Av? 1.3...(2n — 3) 27-1Ann 
Le ps sara" tu +... —+ 
x 542,1 x 


(5) Et AT. 


Mais, d'autre part, on a identiquement 


I I 1/8:.4(20 3 MEN 
++ +... + lp mers 
2 2 RE SU 


donc la formule (5) donnera 


ox AS 
(6) eme if) 


Comme on devait s’y attendre, cette dernière valeur de x est précisé- 
ment celle que fournit l’équation (3), lorsqu'on la réduit à la for- 
mule 


en remplaçant, dans le second membre, la fonction x par le pro- 
duit Aw. D'ailleurs la valeur de æ, donnée par la formule (6), se 
développe en série convergente, ordonnée suivant les puissances 


‘ PA X 
ascendantes de £, quand on suppose le module de 4 inférieur à FX° 


Donc, dans cette même hypothèse, la série comprise dans le second 
membre de la formule (4) sera convergente, et, si 4 est positif, la 
valeur de æ—£, donnée par la formule (4), offrira certainement 
une valeur numériqué inférieure à celle que déterminera la for- 
mule (6). | 

Le théorème IV fournirait encore immédiatement des limites entre 
lesquelles demeurent convergentes les séries qui représentent les 
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intégrales d'équations différentielles ou aux dérivées partielles. On 
se trouve ainsi ramené, comme je l’expliquerai dans un autre article, 
aux résultats énoncés dans mon Mémoire lithographié de 1835 (‘) et 
à ceux que viennent d'obtenir MM. Briot et Bouquet. 


2406. 


C. R., T. XL, p. 205 (29 janvier 1855). 


CALCUL DES VARIATIONS. — M. AuGusriN Caucuy présente à l’Académie 
une Note sur l’Applcation du Calcul des variations à l'intégration d'un 
système d'équations différentielles. Les résultats auxquels l’auteur est 
parvenu seront développés dans un prochain article. 


947, 


ANALYSE INFINITÉSIMALE. — Sur les avantages que présente l'introduction 
d'un paramètre variable et des notations propres au Calcul des varia- 
tions dans quelques-unes des principales formules de l'Analyse in/fint- 


Lesimale. 
C.R., T. XL, p. 261 (5 février 1855). 


Ce qui distingue le Calcul des variations du Calcul différentiel, c’est 
que dans celui-ci on se borne à faire varier des quantités supposées 
dépendantes, ou, en d’autres termes, fonctions les unes des autres, 
tandis que, dans le Calcul des variations, on fait varier les formes 
des fonctions elles-mêmes. Mais, pour réduire le Calcul des variations 
au Calcul différentiel, il suffit de faire correspondre les changements 
de forme des fonctions aux changements de valeur d’un paramètre 
variable qui ne paraissait pas dans les formules. Réciproquement, il 
suffit d'introduire dans plusieurs des principales formules de l'Ana- 


(1) Sur l'intégration des équations différentielles (OEuvres de Cauchy, S. H, T. XI). 
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lyse infinitésimale un paramètre variable &«, pour les transformer 
en d’autres qui s'expriment aisément à l’aide des notations propres 
au Calcul des variations. Rendons cette vérité sensible par quelques 
exemples. 


Soit d’abord 
(1) PONLS ER...) 


une fonction des variables æ, y, z, ... qui demeure, du moins entre 
certaines limites, finie, monodrome et monogène. Si, dans cette 
fonction, on attribue aux variables æ, y, z, ... certains accroisse- 
ments X, #, /, ..., on obtiendra une nouvelle fonction de æ, y, 3, ..., 
savoir | 

(2) U=f(rz+h,y+k,s5+i,...), 


et les fonctions (1), (2) seront comprises, comme cas particuliers, 
dans l'expression analytique 


(3) po —f(r + ah, Lit dits EE À 


qui renfermera un paramètre viriable a, et de laquelle on déduira la 
fonction uw en posant & — 0, la fonction U en posant à — 1. Or, le 
paramètre « venant à varier, l'expression (3), considérée comme 
fonction de æ, y, =, ..., changera de forme, et le rapport 


entre la variation @e de la fonction +, et la variation da du para- 
mètre &, ne sera autre chose que la dérivée D,e de la fonction + 
par rapport au paramètre «. Si l’on pose, pour plus de simplicité, 
Ôa —1, on aura précisément 


(4) wm Dit, 
puis on en conclura, en remplaçant 6 par de, plusieurs fois de suite, 


dp=D,0v =D. 


de = Di de = Dir, 
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et généralement 
(5) tp = D£v. 


Si dans les formules (4) et (5) on pose « — o, elles donneront 


| du — 
(6) et 


Pin 
Lens L'Dio, 


x 


20 
l D,e 


D'ailleurs la formule de Maclaurin donnera, pour des valeurs suffi- 
samment petites de «, 


(7) | | = l'o+ 
On aura donc, eu égard aux équations (6), 

(8) p=u+Tôu+ É Gu+..…., 
puis on en conclura, en posant & — 5, 

(9) U= u + tres in 


D'autre part, la formule (4) donnera 

(10) d— AD, 6 + kD, 0 + [D.v +... 

ou, ce qui revient au même, 

(11) : d—(hDr+kD,+/D,+...)e, 

et l’on en conclura, en remplaçant plusieurs fois de suite e par êe, 
(12) 86 —(RD,;+ AD, + /D,+...)re. 

Enfin, on tirera de l'équation (12), en posant &« — 0, 

(13) du—(hkD;+4kD,+/D,+...)ru. 


La formule (9), jointe à l’équation (13), reproduit ce qu’on nomme 
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le théorème de Taylor, étendu à une fonction de plusieurs variables æ, 
y, 5, .... Comme on le voit, et comme je l'avais déjà remarqué dans 
mes Leçons données à l'École Polytechnique, cette extension se déduit 
sans peine de l'introduction du paramètre variable & sous le signe f. 
Ajoutons que l'expression la plus simple du théorème ainsi étendu est 


la formule (9), dans laquelle les valeurs de 
du, du, 


peuvent être déduites ou de l'équation (13), ou; ce qui revient au 


même, des formules 
(14) DA CE l'E À SA 
jointes aux règles établies pour la détermination des variations des” 


divers ordres d’une fonction quelconque des variables æ, y, z, .... 
Considérons maintenant un système d'équations différentielles de 


la forme 

(19) DL, Dior, LS Ar SSP" 

æ, y, x, .. étant des fonctions inconnues de #, et X, F, Z, ... des 
fonctions de æ, y, 3, ..., t, qui demeurent, du moins entre cer- 


taines limites, finies, monodromes et monogènes. Supposons les 
inconnues æ, y, 3, ... assujetties non seulement à vérifier ces équa- 
tions différentielles, mais encore à prendre, pour une certaine valeur 


de 4, par exemple pour 4 — 7, les valeurs particulières 
(16) Res À Y =; 3 =, 


Les fonctions de 4 représentées par æ, y, z, ... changeront de forme 
si, en introduisant un paramètre variable & dans les équations (15), 


on leur substitue les suivantes 
(17) Dix =ax, Dis Tr DSERNE, TS 
et comme, pour & — 0, les équations (17) donnent 


(18) D,#::6; D,'y= 6} D;3:—6, EAN? 
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il est clair que les inconnues +, y, z, ..., assujetties à vérifier, pour 
une valeur variable de 4, les formules (17), et pour 4 — 7 les condi- 


tions (15), deviendront indépendantes de £ si x s'évanouit, et acquer- 
ront alors, quel que soit 4, les valeurs constantes £, n, €, ..….. 


Cela posé, soit 
(19) ME, 7:55 50) 


une fonction de x, y, z, ... qui demeure, du moins entre certaines 
limites, finie, monodrome et monogène. Le paramètre & venant à 
varier, æ, Y, 5, ..., et par suite w, considérées comme fonctions 
de #, changeront de forme, et leurs variations, que nous indiquerons, 
suivant l'usage, à l'aide de la lettre caractéristique à, seront les pro- 
. RS FAN Ser F + : , 
duits de 5x par leurs dérivées relatives au paramètre &. Ces variations 
se réduiront donc à ces dérivées si l’on pose dx — 1, et alors on aura, 


par exemple, 


(20) du: = Dia, 
(21) oru= Di. 


Soit d'ailleurs v la valeur que prendra la fonction & pour une valeur 
nulle de &. On aura 


(22) ue PE, 655.5), 


et la formule de Maclaurin donnera, pour des valeurs suffisamment 

petites du paramètre «, : 
Ê r ie A + 

(23) pe LP AR PP RUE EE 


Il reste à exprimer, dans cette formule, les variations 


en fonctions de &, n, €, ... et #. On y parviendra sans peine de la 
manière suivante. 
On aura généralement 


Diu=D;xzD;u+D,yD,u+D,s:D:u+...; 
OEuvres de C. — S.4,t. XII. 26 
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par conséquent, eu égard aux formules (17), 

(24) Diu = a Vu, 

la valeur de Vu étant définie et déterminée par la formule 
(25) Vu= {Du + FB,u+ZD.u+.... 


Si, dans l'équation (24), on remplace w par Vu plusieurs fois de’suite, 
on tirera, en ordonnant le second membre suivant les puissances des- 
cendantes de «, 

(26) D'u—=a"Vru+.... 
Enfin, si l’on différentie » fois, par rapport à &, les deux membres de 
la formule (24), et si après les différentiations on pose & — 0, par 


conséquent u = y, on trouvera 


(29) D'O"LÆÉ,2.5.:, VU 


D'ailleurs il est aisé de voir que la variation "u et ses dérivées rela- 


tives au temps, jusqu'à celle de l’ordre r — r, s’évanouissent toutes 


our 4 = 7. En conséquence et en posant, pour abréger, 
P apres 


t 
(28) ou= f Vu dt, 


on tirera de la formule (27) 
(29) 


Cela posé, la formule (23) donnera 

(30) u—=J)+alje + x [ju +.... 
En posant dans cette dernière & = 1, on trouvera 
(31) u=9 +09 +CO'u+...…. 


On est ainsi ramené à la formule (32) du second paragraphe du 
Mémoire de 1835 sur l'intégration des équations différentielles. 


EXTRAIT N° 57. 203 


Lorsque, dans cette formule, qui peut être présentée sous la forme 


symbolique 
v 
32 ü = 
(32) pa 
on prend successivement pour « les inconnues æ, y, 3, ..., elle 


fournit pour ces inconnues les valeurs qui satisfont, quand £ varie, 
aux équations (15) et, pour { — 7, aux conditions (16). 

En résumé, pour obtenir, développées en séries, les intégrales 
générales des équations (15), il suffit d'introduire un paramètre 
variable & dans ces équations, en leur substituant les formules (13), 
puis de développer par la formule de Maclaurin, en se servant, pour 
plus de facilité, de la notation adoptée dans le Calcul des variations, 
les valeurs des inconnues en séries ordonnées suivant les puissances 
entières de «, et de poser ensuite & — 1. Les développements ainsi 
trouvés, quand ils sont convergents, représentent précisément les 
intégrales demandées. 

Supposons maintenant que les valeurs de æ, y, z, ..., toujours 


assujetties à vérifier, pour { = 7, les conditions (16), soient connues, 


lorsqu'elles doivent satisfaire aux équations (15), et qu’il s'agisse de 
les modifier de manière à vérifier, non plus les équations (15), mais 
les suivantes 


OR MR LR DFE S,  D:= 284: 0 


Æ, Ÿ, 3, ... étant de nouvelles fonctions de æ, y, 3, ..., 4 qui 
demeurent, du moins entre certaines limites, finies, monodromes et 
monogènes. Pour résoudre ce dernier problème, il suffira encore d’in- 
troduire un paramètre variable & dans les formules (30), en leur sub- 
stituant les équations 


(34) D,x = + ax, D,y = F + ay, D,:=Z+ a, 


sd 


puis de développer, à l’aide de la formule de Maclaurin, jointe aux 
équations (34), les inconnues +, y,:,... en séries ordonnées suivant 
les puissances entières du paramètre x, et de poser ensuite « — 1. Les 


20% COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


développements trouvés, quand ils seront convergents, fourniront 
précisément les valeurs cherchées de æ, y, :, ..., comme nous l'ex- 


pliquerons dans un autre article. 


J48. 


CaLcuL INtTÉGRAL. — Note sur les conditions de convergence des séries qu 
représentent les intégrales générales d'un système d'équations diffe- 


rentielles. 
C. R., T. XL, p. 330 (12 février 1855). 


Le premier des théorèmes énoncés dans la séance du 22 janvier 


dernier entraine la proposition suivante : 


Tuéorème L. — Soit f(t) une fonction donnée de la variable t. Suppo- 
sons d'ailleurs que cette fonction reste finie, monodrome et monogéne. 
dans le voisinage de la valeur particulière + attribuée à !, et tant que le 
module de la différence t — 7 n'atteint pas une certaine limite t. Pour 
tout module de t — 7. inférieur à cette limite, la fonction f(1) sera déve- 
loppable, par la formule de T aylor, en une série ordonnée suivant les 


puissances ascendantes de t — 7. 

D'autre part, mon Mémoire sur l'application du Calcul infinitésimal 
à la détermination des fonctions implicites (Tome XXXIV, année 1852, 
1 semestre) renferme la proposition suivante : 

TuéorèmE Il. — Représentons par 


HT 6RT A À 


des fonctions 1, æ, y, 3, ..., qu restent monodromes, monogènes et 
finies, dans le voisinage des valeurs +, &, n, &, ... attribuées à t, x, y, 
z, ...3 et concevons que l’on assujettisse æ, y, z, ... à la double condi- 


tion de vérifier, pour une valeur variable de t, les équations différentielles 
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comprises dans la formule 


et de se réduire à %, n,%, ... pour t =. SiT ne s'évanouit pas, quand 


on prend 
tar EE Me 36, ….) 

alors, à l’aide des formules établies dans mon Mémoire de 1835 sur 
l'intégration des équations différentielles, on prouvera qu'il est possible 
de satisfaire, au moins quand le module de la différence t — 7 ne depasse 
pas une certaine limite, aux deux conditions énoncées, par des valeurs 
de x, y, 3, ... qui seront développées en séries convergentes, el qui repre- 
senteront les intégrales générales des équations différentielles données. 1 
y à plus : on peut affirmer que, dans l'hypothèse admise, ces intégrales 
générales seront les seules valeurs de x, y, z, ... qui, variant avec ! par 
degrés insensibles, rempliront, pour un module suffisamment petit de 
t— 7, les deux conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des 
séries obtenues seront des fonctions monodromes, monogénes et finies de 
la variable t, on pourra en dire autant des valeurs trouvées des variables 
æ, Y, 3, ..., Ou même d'une fonction monodrome, monogéne el finie 


de ces variables. 


Les théorèmes I et IT entrainent dvec eux, comme conséquence 


immédiate, la proposition suivante : 


Tnéonème IT. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 11. 
les inconnues x, y, 3, ... pourront être développées, à l’aide des Jor- 
mules établies dans le Mémoire de 1835, en séries qui seront convergentes. 
tant que le module de la différence t — 7 n'atteindra pas une limite 


pour laquelle se vérifie l’une des équations 


I I f 

ps“ era 0, y passa O, 3 Va «an © O0, ‘ 
* aj : 4 * à # 

_— = © on, es O ee Mépraue 

# ê 4 , Z ’ : 
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ou bien encore une limite pour laquelle un des rapports 


x SRE À 
FT 7 >": 


en conservant une valeur finie, cesse d’être une fonction monodrome et 
monogène des variables T, X, Y, Z, ...…. 


Si, pour plus de simplicité, on suppose T = r, alors, à la place du 
théorème TITI, on obtiendra la proposition suivante : 


TuéorÈME IV. — Représentons par 


» PRE Pt 
des fonctions de 1, æ, y, 3, ... qui restent monodromes, monogènes el 


finies dans le voisinage des valeurs 7, £,n,%, ... attribuees àt, Dr Ve Be. 
et concevons que l’on assujeltisse x, y, =, ... à la double condition de 


vérifier, pour une valeur variable de t, les équations différentielles 
(1) LIRE € Déyxe F, Disiz, .…. 


et de se réduire à £, Ms -.., pour t — 7. Les inconnues x, PO 
vourront être développées, à l’aide des formules établies dans le Memoire 
de 1835, en séries qui seront convergentes tant que le module de la diffe- 


rence lt — 7 n'alleindra pas une limite pour laquelle se vérifie l'une des 


équalions 
I I LI 
2 ES 0 D cut nr © 
( ) æ , Y , 3 ,» , 
J I I 
(8) LR MARS: Tes 


ou bien encore une limite pour laquelle une des fonctions X, Y, Z, ..., 
en conservant une valeur finie, cesse d’être une fonction monodrome et 
monogène des variables t, x, y, z, .... 
… Lorsque les inconnues æ, y, 3, ... se réduisent à une seule, alors 
le théorème IT se réduit à la proposition suivante : 

TaéoRÈME V. — Soi X une fonction des variables x et 1, qui reste mo- 


nodrome, monogéne et finie, dans le voisinage des valeurs Ë et 7 attri- 


à 
à 


L 
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buées à ces variables; et concevons que l'on assujettisse l'inconnue x à la 
double condition de vérifier, pour une valeur variable de t, l'équation 
différentielle 


(4) Dir 


et de se réduire à ? pour t= 7. L'inconnue x pourra étre développée, à 
l'aide des formules établies dans le Mémoire de 1835, en une série qui 
sera convergente, tant que le module de la différence t — = n'atteindra 
pas une limite pour laquelle se vérifie l’une des deux équations 


I 
me TER O0 À 
T 


(5) 


I 
(6) H pps, 


ou bien encore une limite pour laquelle X, en conservant une valeur finie, 


cesse d'être une fonction monodrome et monogène de x et de 1. 


Étant donné entre la variable indépendante £, et x inconnues >, y. 
3, ... un système d'équations différentielles du premier ordre, avec 
les valeurs particulières £, n, €, ... de æ, y, 3, ..., correspondantes 
à une valeur particulière + de la variable {, on peut demander de eal- 
culer numériquement d’autres valeurs particulières de æ, y, #, .. 
correspondantes à une autre valeur particulière de £. Pour effectuer 
cette opération, que j'appellerai ërtégration définie, il n’est pas néces- 
saire de former d’abord les équations qui fournissent, pour une valeur 
variable de £, les valeurs de æ, y, x, ... et représentent les intégrales 
générales des équations différentielles données; et l’on peut, sans 
rechercher ces intégrales, exécuter une intégration définie, en sui- 
vant la marche que j'ai tracée dans mes Leçons de seconde année à 
l'École Polytechnique, et que j'ai rappelée dans le $ I du Mémoire 
de 1835. Cela posé, il est aisé de voir que l'intégration définie suflira 

généralement à la détermination de la limite au-dessous de laquelle 
le module de la différence & — + devra s'abaisser pour que les déve- 
loppements propres à vérifier une ou plusieurs équations différen- 


208 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


tielles demeurent convergents. Concevons, pour fixer les idées, que 
les équations différentielles données se réduisent à l'équation (4), et 
que la fonction X ne cesse jamais d’être monodrome et monogène. Si 
d’ailleurs X ne se présente jamais sous une forme indéterminée, la 
limite cherchée sera le module d'une valeur de £ — 7 pour laquelle se 
vérifiera ou la formule (5) ou la formule (6). D'ailleurs, si l’on pose 


< : x? 
et si l’on nomme T ce que devient le rapport — =: quand on y rem- 


I . . N UE. 
place æ par => il suffira, pour obtenir la valeur de 4 — 7 propre à véri- 
fier la formule (5), d'appliquer l'intégration définie à l'équation dif- 
férentielle 


(7) DER Tr 


et de chercher la valeur de £ correspondante à une valeux nulle de «, 
en supposant la variable z assujettie à prendre, pour # = v, la valeur 
particulière 4 = 7. Pareillement, si l’on pose 


(8) ue > 
E étant la valeur de X qui correspond aux valeurs £, 7 des variables 
7 da 
DA AD:Z 


æ, t, et si l’on nomme 7 ce que devient le rapport — 


quand on y remplace x par sa valeur tirée de la formule 


À = -; 


(72 


il suflira, pour obtenir la valeur de 4 — + propre à vérifier la for- 
mule (6), d'appliquer l'intégration définie à l'équation 


RE EE 


et de chercher encore la valeur de £ correspondante à une valeur nulle 
de u, en supposant la variable £ assujettie à prendre, pour u =, la 
valeur particulière { = %. 


RU RU free EC ee 
en 
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On ramènerait de même à l'intégration définie la recherche des 
valeurs de £ propres à fournir la limite au-dessous de laquelle devrait 
s’abaisser le module de la différence 4 — 7, pour que les développe- 
ments des intégrales d’un système d’équations différentielles du pre- 
mier ordre demeurassent convergents. On pourrait même, dans ce 
calcul, supposer quelques-unes des équations différentielles rempla- 
cées par des équations finies, en vertu desquelles certaines variables 
deviendraient fonctions des autres; enfin on pourrait substituer avec 
avantage le système de ces diverses équations, les unes différen- 
tielles, les autres finies, à une équation différentielle ou à un système 
d'équations différentielles où se trouveraient des fonctions qui, tout 
en conservant des valeurs finies, cesseraient d’être monodromes et 
monogènes. ; 

Nous venons d’expliquer comment l'intégration définie peut servir 
à déterminer les valeurs de £ parmi lesquelles se trouve celle qui 
fournit la limite au-dessous de laquelle le module de la différence 
t— 7 devra s’abaisser pour que les développements des intégrales 
æ, Y,5,... d’un système donné d'équations différentielles du premier 
ordre demeurent convergents. 

Lorsque les diverses valeurs de £ propres à fournir la limite dont il 
s'agit sont toutes infinies, les développements des inconnues +, y, 
3, ... sont toujours convergents. Donc alors ces inconnues sont des 
fonctions de £ qui ne cessent jamais d’être finies, monodromes et 
monogènes; en d’autres termes, elles sont des fonctions synectiques 
de la variable #. D'ailleurs certains caractères qui distinguent cer- 
taines équations différentielles permettent d'affirmer que leurs inté- 
grales sont des fonctions synectiques de {, comme nous le montrerons 
dans un prochain article. 


OEuvres de C.— S. 1, t. XII. 27 
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949, 


CALCUL INTÉGRAL. — Addition à la Note insérée dans le dernier 


Compte rendu. 
C. R., T. XL, p. 373 (19 février 1855). 
Supposons l’inconnue æ assujettie : 1° à vérifier, pour une valeur 
variable de £, l'équation différentielle 


(1) Dix = 4, 


X étant fonction de æ et de t; 2° à prendre, pour {= 7, la valeur par- 


ticulière . 
x = Ë. 


Le 


Supposons encore que la fonction X ne cesse jamais d’être monodrome 
et monogène et ne se présente jamais sous une forme indéterminée. 
La valeur de : correspondante au module de # — +, pour lequel le 
développement de l'intégrale + cessera d’être convergent, sera fournie 
par une intégration définie appliquée à l'équation (7) de la page 208, 
c’est-à-dire, à la formule 


(2) dt — T du, 


: et cette valeur de #, que je dési- 


gnerai par t, devra correspondre à la valeur zéro de la variable u. 


’ , , I 
u désignant l’un des rapports =» 


Si l’on attribue à & non plus une valeur nulle, mais une valeur infi- 
niment petite, { devra très peu différer de t; donc alors la différence 
t— t deviendra elle-même infiniment petite, si la valeur t de 4 reste 
finie. D'ailleurs, on tirera de l'équation (2) 


(3) ei=f T du, 
0 


t étant considéré, sous le signe /, comme fonction de la variable w, 
et par suite la différence £ — t, devenue infiniment petite, sera repré- 
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sentée par l'intégrale singulière 


ë 
Î T' du, 
0 


dans laquelle e et — t seront infiniment petits, en sorte qu'on pourra 


Pn 
A 
LA 


généralement y poser, sans erreur sensible, 4 —t. Donc, pour que la 
valeur t de 4 reste finie, il sera nécessaire que cette intégrale singu- 
lière offre une valeur infiniment petite. C’est ce qui arrivera, en 


#4 I . . I . ’ 
général, quand on aura u — —+ Mais, si l’on prend u — —; Pinté- 
E # T 


grale (4) deviendra 


En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 


TaéorÈèmE |. — Sr, la fonction X ne cessant jamais d'être monodrome 
ou monogène, l'intégrale singulière 


£ 
€ 
dx 


(5) Da 


1 
0 


conserve une valeur finie, la valeur t de t, pour laquelle le développement 
de l'intégrale x de l'équation (1) cessera d’être convergent, rendra la 


fonction x infinie ou indéterminée. 


Corollaire. — Comme l'intégrale singulière 


1 


tr 


ER AS 


loin d'acquérir une valeur infiniment petite, est équivalente à 


1 
€ 


par conséquent infinie, l'intégrale (5 ) ne pourra généralement devenir 
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. . . S + I x 
infiniment petite que dans le cas où la supposition æ — = entrainera 


la condition 


(6) 


æ 
— — 0. 
D € 


Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 


TuéorèmE Il. — Sc l’on nomme X une fonction de x et de 1, qui, tou- 
Jours monodrome et monogène, ne devienne jamais ni indéterminée, ni 
infinie, pour des valeurs infinies de x et de 1; si d’ailleurs, pour une 
valeur finie de 1, le rapport © ne s'évanouit pas avec =; l'intégrale x 

, PP 5 à P pris Le d 
de l'équation 
D,x pet aa 4 


sera une fonction synectique de #. 


Corollaire. — Si X est une fonction entière de x et 4, cette fonction 
ne pourra devenir infinie qu'avec les deux variables æ, #, ou du moins 
avec l’une d’entre elles. Donc alors, si, pour une valeur finie de la 
variable #, le développement de l'intégrale x de l'équation 


Dos x 


cesse d’être convergent, on aura tout à la fois, pour cette valeur finie 
de 4, 


(7) 


Mais ces deux dernières conditions s’excluront l’une l’autre, si X est 
indépendant de æ, ou du premier degré en æ, c’est-à-dire si l’équa- 
tion proposée est linéaire et de la forme 


(8) Dix — æf(t) + F(4), 


f(4), F(4) désignant deux fonctions entières de 4. Donc, en vertu du 
théorème IT, l'intégrale générale de l'équation (8) sera une fonction 
synectique de ; ce qu’on reconnaît aisément à la seule inspection de 
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cette intégrale représentée par la formule 


t t 
“3 f(4) dt , = [ f(t) dt 
< T 


(9) = 0 e+f e F(e) dt 


h , , . T 7 . L . ” 
En général, si le rapport — ne s’évanouit pas avec —, et si X ne 
À æ 


cesse jamais d’être monodrome et monogène, le développement de + 
ne pourra cesser d’être convergent que pour un module de £ — = cor- 
respondant à une valeur de £ qui rendra la fonction X infinie ou indé- 
terminée. Ainsi, par exemple, le développement de l'intégrale æ de 
l'équation 


a 


(10) D,x = 
TZ 

a étant un coefficient constant, ne pourra cesser d’être convergent 

que pour une valeur de 4 déterminée par la formule 

(11) ÆŒ+t—=o. 


Il est aisé de vérifier cette conclusion, attendu que l'intégrale de 
l’équation (10) est 


se 


T— 


(12) t—(Ë+Tr+a)e « — (æ a} 


et que la valeur de x tirée de cette dernière formule se développe en 
série convergente jusqu’au moment où le module de la différence 4 — 7 
atteint la limite pour laquelle se vérifie la condition 


cm6 


i =: 
at +T+a)e I — +0. 
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990. 


CALCUL INTÉGRAL. — Sur la nature des intégrales d'un système 


sx 


d'équations différentielles du premier ordre. 


C. R., T. XL, p. 376 (19 février 1855). 


Le second des théorèmes rappelés dans la précédente séance entraine 
évidemment la proposition suivante : 


TuéorÈme [. — Sotent, comme dans les précédents Mémoires, 
Ty Vs %s 


des inconnues assujetties : 1° à vérifier, pour une valeur variable de 1, 
des équations différentielles de la forme 


(1) D,x = 4, LE fe ds D,: = 7, 


., 


L 


X, Y, Z,... étant des fonctions données de t, x, y, z, ...; 2° à prendre, 


pour t = 7, les valeurs particulières 
(2) TE, k Sr à 1 2 —$, ...; 
et supposons que les fonctions 

ANA | 


restent monodromes, monogènes et finies dans le voisinage des valeurs 
r, &, n; G -.., attribuées aux variables æ, y, 3, .... On pourra salis- 
faire, pour un module suffisamment petit de la différence t — +, aux 
deux conditions énoncées, par des valeurs convenables de x, + M RIRE 
ces valeurs, qui représenteront les intégrales des équations (1), seront 
des fonctions monodromes, monogènes et finies de 1, tant que la diffe- 
rence | — 7 n'alteindra pas une limite pour laquelle se vérifie l’une des 


conditions 


(3) x 0; 


il = 


in. 


É 
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ou bien encore une limite pour laquelle une des fonctions 


4, F, Z, 


offre une valeur indéterminée (‘), ou cesse d’être une fonction mono- 


drome et monogène des variables t, x, y, 3, .... 
Le théorème I entraîne évidemment la proposition suivante : 


Taéorème Il. — Concevons que, 7 étant l'afjixe d'un point déter- 
miné À, on nomme S une aire qui de toutes parts enveloppe le point À, et 
que l’on assupettisse le point mobile P, dont la variable réelle ou imagi- 
naire t représente l'affixe, à demeurer compris dans l'aire S. L'aire S 
venant à croître et à s'étendre de plus en plus autour du point À, les 
valeurs de æ, y, 3, ..., assujelties à vérifier les équations (x) et les con- 
ditions (2), seront des fonctions monodromes, monogènes el finies de 
l’afjixe !, jusqu'au moment où cette affixe vérifiera, pour un ou plusieurs 
points situés sur le contour de l'aire S, l’une des formules (3) ou (4), ou 
bien encore l’une des formules qu'on obtiendra en supposant indéter- 
minée l’une des fonctions 

M 6 4 à. 


ou enfin l’une des formules qui exprimeront que X, Y, Z, ..., en conser- 
vant des valeurs finies, cessent d’être des fonctions monodromes et mono- 
gènes de 1, æ, y, 3, .... D'ailleurs, d'après ce qui a été dit dans la 
dernière séance, l'intégration définie suffira généralement à la détermi- 
nalion des divers points dont il s'agit, et des valeurs de t correspondantes 


à ces mêmes points. 
Corollaire I. — Si les fonctions 


Æyir, 4, 


(1) Le cas où l’une des fonctions X, F, Z, ... offre une valeur indéterminée mérite 
une mention spéciale, cette indétermination pouvant se produire pour certaines valeurs 
des variables, sans que la fonction cesse d’être, pour des valeurs voisines, monodrome 


. . . T : t 
et monogène. Ainsi, par exemple, la fonction —" 


reste monodrome et monogène, dans 


le voisinage des valeurs x = 0, { — o, qui la rendent indéterminée. 
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ne cessent jamais d'être monodromes et monogènes, les intégrales x, 
Y, 5, ... des équations (1) ne pourront cesser de l'être que pour 
des valeurs de £ propres à rendre ces fonctions indéterminées, ou à 
vérifier les formules (3) ou (4). D'ailleurs, à ces valeurs de £ corres- 
pondront des points isolés C, C’, C”, ..., complètement déterminés de 
position dans le plan des affixes. Soient t la valeur finie de 4 relative à 
l’un de ces points, et 
*, 0, 3, 

les valeurs correspondantes de æ, y, x, .... Pour savoir si les inté- 
grales æ, y, 3, ... des équations (1) cessent d’être monodromes et 
monogènes dans le voisinage de la valeur £ =t, il suflira de recourir 
à l'intégration par approximation des équations (1) et de chercher les 
valeurs æ, y, z, ... correspondantes à des valeurs infiniment petites 
de 4: —t. On y parviendra sans peine, si les valeurs +, y, 3, ... sont 
finies, en observant qu'à des valeurs infiniment petites de 4 — t cor- 
respondront des valeurs infiniment petites des différences 


den ES ut IE fout PE Li 


et en négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs relativement 
à ceux qui seront d'un ordre moindre. Si une ou plusieurs des quan- 
tités #, 9, 3, ... sont infinies, on pourra résoudre la question en sub- 


stituant aux quantités 

t, x, ur 3; 
des quantités 

î, X, y» Z, 


qui en soient très voisines ('), attendu qu'alors celles des quan- 
tités +, D, 3, ... qui étaient infinies se trouveront remplacées par 


(1) On pourrait aussi, comme je l’ai fait dans plusieurs Mémoires, substituer à celles 
des variables 
y 99 2) 


qui deviendront infinies pour # — t, les rapports qui correspondront à ces variables dans 
la suite 
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des quantités finies, mais dont les modules seront très considé- 
rables. Si, pour abréger, on pose 


(5) t—t—6, T—X—=@, y—y—=6, 3—2=7y PE 


on pourra, dans tous les cas, substituer aux équations (1) des équa- 
tions différentielles entre les variables 


Gcior. 6: # 


et intégrer par approximation ces équations différentielles en suppo- 
sant les nouvelles variables infiniment petites. 

Ajoutons que, si quelques-unes des fonctions X, F, Z, ..., étant 
implicites, cessent d’être monodromes et monogènes, on pourra sou- 
vent, avec avantage, comme je l’ai montré en 1846, substituer aux 


équations finies qui déterminent ces fonctions implicites de nou- 


velles équations différentielles. 
Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'intégrer l'équation 
différentielle 


(6) Dir= y, 
y étant une fonction implicite de + déterminée par la formule 
(7) f(x, y) —0, 


dans laquelle f(x, y) désigne une fonction toujours monodrome et 
monogène de æ et de y. Supposons d’ailleurs que, pour 4 — 7, on 
doive avoir æ = £ et, en vertu de la formule (7), y — n. A l’intégra- 
tion de l'équation (6) on pourra substituer avec avantage l’inté- 
gration simultanée de deux équations différentielles 


(8) wir, Dry pr; 


la valeur de F étant 


D, f(x, y) 


(9) FE D 


et les intégrales æ, y étant assujetties à prendre, pour =, les 
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valeurs particulières £, n. Cela posé, l’aire S venant à s'étendre, 
les valeurs de £, pour lesquelles les intégrales x, y pourront cesser 
d’être des fonctions monodromes et monogènes de #, seront celles 
pour lesquelles se vérifiera l’une des formules 


I I 


(10) Les. FRS ITS 


ou bien encore la formule 


YDzf(æ, y) _o 
ie Dif(x, y) 070 
Soient t l’une de ces valeurs de £, et t une autre valeur très voi- 
sine. Soient d’ailleurs x, y les valeurs de æ et y correspondantes 


à 4—t, et posons, pour abréger, 
(12) t—1t— 9, T—X—=@, Y—Y—=6; 


°«, 6 deviendront infiniment petits en même temps que 0, et en vertu 
de l'équation (7), si « est un infiniment petit du premier ordre, 6 sera 
un autre infiniment petit dont l’ordre sera un nombre fractionnaire. 
Soit u cet ordre. Pour que l'intégrale æ ne cesse pas d’être une fonc- 
tion monodrome et monogène de 4, dans le voisinage de la valeur de t 
attribuée à 4, il sera nécessaire et il suffira que y soit de l’une des 


formes 


n étant un nombre entier quelconque. 

En appliquant ces principes au cas où f(æ,y) est une fonction 
entière des deux variables æ, y, on déterminera généralement avec 
facilité les conditions sous lesquelles l'intégrale æ de l'équation (6) 
est une fonction toujours monodrome et monogène de la variable t. 

Si l’on suppose en particulier 


f(æ,y)=7"—F(x), 
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F(æ) étant une fonction entière de x, on retrouvera les résultats 
obtenus par MM. Briot et Bouquet. 
Si l’on supposait ; 
f(2:Y)=y—2Py+ 0, 

P, Q étant des fonctions entières de æ, alors, pour que l'intégrale x 
ne cessàt pas d’être monodrome et monogène avec la valeur de 4 cor- 
respondante à une valeur infinie de æ, il serait nécessaire que le 
degré de la fonction P se réduisit à l’un des nombres 


alors aussi, pour que l'intégrale æ ne cessät pas d’être monodrome et 
monogène dans le voisinage d’une valeur de £ correspondante à la 
dernière des formules (10), il serait nécessaire que l’équation 


Fr re. 


n'admit pas de racines simples. 

Nous venons de voir comment on peut ou démontrer que les inté- 
grales æ, y, 3, ... des équations (1) sont des fonctions toujours mono- 
dromes et homogènes de la variable #, ou déterminer les valeurs de 4 
pour lesquelles ces intégrales cessent d’être monodromes et mono- 
gènes. Si, dans le dernier cas, on cherche, parmi les valeurs trouvées 
de #, celle qui fournit le plus petit module de 4 — +, celui-ci sera la 
limite au-dessous de laquelle il suffira d’abaisser le module de la dif- 
férence ? — 7 pour obtenir des valeurs de æ, y, 3, ..., développables 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de 
cette différence. 

Nous remarquerons, en finissant, que les fonctions monodromes 
et monogènes sont précisément celles auxquelles s'appliquent les 
divers théorèmes que nous avons insérés dans le Tome XXXII des 
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Comptes rendus (année 1851, 1°" semestre), spécialement le théorème 
énoncé à la page 212 (*) et ceux qui s’en déduisent. 


991, 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la distinction et la représentation 


des fonctions continues et discontinues. 


C.R., T. XL, p. 382 (19 février 1855). 


Un moyen efficace d'accélérer les progrès des Sciences mathéma- 
tiques est de perfectionner les notations. Il importe surtout que ces 
notations soient claires, précises, et n’exposent jamais le lecteur à 
confondre entre elles des quantités ou des fonctions complètement 
distinctes. Pour éviter cet inconvénient, j'ai cru devoir, dans mon 
Analyse algébrique, publiée en 1821, restreindre le sens des nota- 
tions dont on se servait pour exprimer les logarithmes réels ou ima- 
ginaires, des puissances fractionnaires ou irrationnelles, et les arcs 
correspondants à des lignes trigonométriques données. Le parti que 
j'ai pris alors d'appliquer chacune de ces notations à une seule fonc- 
tion dont la valeur dépendait uniquement de la valeur attribuée à la 
variable a été généralement adopté par les géomètres. J’ai moi-même 
constamment suivi cette règle depuis 1821. Seulement, dans mes der- 
niers Ouvrages et Mémoires, j'ai, avec M. Bjærling, étendu l'usage de 
chaque notation au cas même où la partie réelle de la variable dont 
une fonction dépend est une quantité négative. 

Toutefois, il importe de le remarquer, entre les propriétés dont 
jouissent les diverses fonctions habituellement employées en Analyse, 
l’une des plus saillantes est la continuité, telle que je l’ai définie dans 
l’Ouvrage cité, en nommant fonctions continues celles qui acquièrent 
des accroissements infiniment petits pour des accroissements infini- 


(1) Œuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 311. 


CO 
ma 
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ment petits des variables dont elles dépendent; et, pour ce motif, il 
semblerait utile, suivant une observation judicieuse de M. Hermite, 
d'appliquer les notations usitées, non plus à des fonctions qui, uni- 
quement dépendantes de la valeur attribuée à une variable, deviennent 
discontinues quand cette variable dépasse certaines limites, mais à 
des fonctions assujetties'à varier avec elle par degrés insensibles, 
par conséquent à des fonctions qui ne cesseraient Jamais d’être con- 
tinues. ; 

J'ai cherché à réunir les avantages que présentent l’une et l’autre 
méthode, et j'ai reconnu qu’on pouvait y parvenir à l’aide d'un pro- 
cédé très simple. Ce procédé, qui multiplie les ressources de l’Ana- 
lyse, consiste à introduire simultanément dans le calcul deux espèces 
de fonctions, les unes toujours continues, les autres continues seu- 
lement entre certaines limites, mais uniquement dépendantes des 
valeurs attribuées aux variables. Je me sers, pour exprimer ces der- 
nières fonctions, des notations usuelles; quant aux fonctions qui 
deviennent toujours continues, je les distingue à laide d’un trait 
horizontal, qu’il est naturel de prendre pour signe de cette conti- 
nuité, et que je superpose aux notations dont 1l s’agit. 

Ainsi, en particulier, r étant le module et p l'argument principal 
d’une variable imaginaire 

MEET po 
celui des logarithmes népériens de z, dans lequel le coefficient de 1 
est renfermé entre les limites — +, + 7, sera, suivant l'usage, repré- 
senté simplement par la notation 13, en sorte qu’on aura 


3=lr+ip; 


mais, en superposant un trait horizontal à la lettre caractéristique Ï, 
nous représenterons par la notation 


Îs 


un logarithme népérien de la variable 3, assujetti à varier avec elle 
par degrés insensibles. D'ailleurs, il n’est pas sans intérêt de com- 


 — 
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parer entre eux des logarithmes de l’une et l’autre espèce, comme 
nous allons le faire voir en peu de mots. 

Soit Z une fonction toujours monodrome, monogène et finie de la 
variable z; soit encore € une valeur particulière attribuée à z. Conce- 
vons d’ailleurs que, dans un plan donné, € soit l’affixe d’un point 
déterminé A, 3 l’affixe d'un point mobile P, et que le point P soit 
assujetti à se mouvoir, avec un mouvement de rotation direct, sur le 
contour d'une certaine aire S. Nommons s l’arc AP mesuré sur ce con- 
tour à partir du point À, et faisons 


(1) Z=X-+ Fi, 


X, Y étant réels. Enfin, supposons que Z ne s’évanouisse en aucun 
des points situés sur le contour de l’aire $, et que, pour 3 —&, ou, 
ce qui revient au même, pour s — o, on ait précisément 


(2) 1Z=1Z. 


s venant à croître, X, Ÿ varteront avec s par degrés insensibles, et 1Z 
ne pourra cesser d’être fonction continue de s qu'à un instant où, 
X étant négatif, Y passera d'une valeur négative à une valeur posi- 
tive, ou d'une valeur positive à une valeur négative. Or, à un tel 
instant, la fonction 17, devenue discontinue, passera brusquement 
de la valeur — 71 à la valeur zi, ou de la valeur zi à la valeur — 7i; 
et par suite, pour qu’elle redevienne continue, on devra lui ajouter 
dans le premier cas — 27i, dans le second cas 27i. Cela posé, con- 
cevons que, pour une valeur de s propre à vérifier la condition 


(3) À fhmer LÀ 
on nomme #adice de la fonction 
€ 
une quantité qui se réduise à zéro quand ce rapport, en passant par 


l'infini, ne change pas de signe, et à + 1 ou à — 1 lorsque dans ce 
8 8 
passage il change de signe, savoir à +1 quand il passe du négatif 
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au positif, et à — 1 dans le cas contraire. Il est elair qu'à partir du 
moment où, pour la première fois, la valeur de s vérifiera l’équa- 
tion (3) avec la condition 


(4) Æ<o, 
la formule (2) devra être remplacée par la suivante 


(5) 1Z=1Z + oxki, 


k étant l'indice correspondant à cette valeur de s. Par suite aussi, 
lorsque le point mobile P aura décrit, avec un mouvement de rota- 
tion direct, une portion quelconque du contour c de l’aire S, on aura 


(6) 1Z=1Z+orKi, 


ER Re . 4 
K désignant la somme des indices de la fonction 7 Correspondants 


aux diverses valeurs de s qui vérifieront l’équation (3) avec la con- 
dition (4). Enfin, si l’on désigne par la notation [S] la valeur qu’ac- 
quiert cette somme à l'instant où le point P revient à sa position ini- 
tiale A après avoir décrit le contour entier c de l’aire S, on aura en cet 
instant, c'est-à-dire pour s — c, 


(3) 1Z=1Z+ar[Sli. 


Par conséquent, le produit 2T{S|1 représentera l'accroissement que 
prendra la fonction 1Z, tandis que l'arc s passera d’une valeur nulle 


à la valeur c. Pareillement, si l’on désigne par la notation (S) la 
Ai de HE 

somme des indices de la fonction = correspondants aux diverses 

valeurs de s qui, étant égales ou inférieures à c, vérifieront l’équa- 


tion (3) avec la condition 
(8) Æ> O, 


le produit 27(S)1 représentera l’accroissement que prendra la fonc- 
tion 1(— Z), tandis que l'arc s passera d’une valeur nulle à la valeur c; 
et par suite, si l’on suppose que, pour s — o, on ait précisément 


(9) 1(2Z)=-(-2) 
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on aura, pour s —c, 


(10) 1(—Z)=1(—Z)+or(S)i, 


la valeur de 1(— Z) étant la même dans les formules (9) et (10). Par 
suite aussi l'accroissement que prendra la différence 


HS 1m 


quand S passera d’une valeur nulle à la valeur c, sera le produit de 
271 par la différence 

(S)— CS]. 
Mais, de ces deux différences, la première évidemment devra se 
réduire à l'accroissement que prendra 


I(— 1); 


quand le point mobile P aura décrit le contour entier de l'aire $, 
c’est-à-dire à zéro, puisque I(— 1) sera indépendant de s. Donc la 
seconde différence devra elle-même s’évanouir, et l’on aura 


(1) | [S1= (8). 


Ainsi, tandis que l'arc s passe d’une valeur nulle à la valeur c, la 


somme des indices de la fonction = correspondants à des valeurs 


négatives de X coincide avec la somme des indices correspondants à 
des valeurs positives de X: chacune de ces deux sommes est donc 


Et Es ANUS. 
la moitié de la somme totale des indices de la fonction 7° ou, en 


d’autres termes, la moitié de son indice intégral. 

Lorsqu’en considérant non plus des logarithmes, mais des puis- 
sances fractionnaires ou irrationnelles, ou des arcs de cercle corres- 
pondants à des lignes trigonométriques données, nous assujettirons 
ces diverses fonctions à la loi de continuité, nous indiquerons encore 
cette circonstance à l’aide d’un trait horizontal superposé à ces fonc- 
tions, en écrivant par exemple : 


z#, arctangz, arcsins, 
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D'ailleurs la comparaison de ces fonctions à celles qu'indiquent les 
notations usuelles fournira encore des équations analogues aux for- 
mules (5), (6), (7) et(r0). 

Dans un autre article, nous montrerons avec quelle facilité on 
déduit de ces formules le théorème sur le nombre des racines ima- 
ginaires d'une équation propres à représenter les affixes de points 
enveloppés par un contour donné, et d’autres propositions qui méri- 
tent d’être remarquées. | 


992, 


CALCUL INFINITÉSIMAL. — Sur les rapports différentiels des quantités 


| géométriques, et sur les intégrales synectiques des équations 


différentielles. 


C.R.,T. XL, p. 445 (26 février 1855). 


$ 1. — apports différentiels des quantités géométriques. 


Soient æ, y deux quantités géométriques, et £, n deux valeurs 
qu'acquièrent simultanément ces mêmes quantités. La valeur cor- 
respondante du rapport différentiel 


dy 
(1) Re 


ne sera autre chose que la limite vers laquelle convergera le rapport 
aux différences finies 


(2) À cm À 


tandis que le module de la différence x — £ décroitra indéfiniment. 
D'ailleurs cette limite, qui dépendra généralement de la valeur £ 
attribuée à æ, dépendra, en outre, si y n’est pas une fonction mono- 
gène de æ, de l'argument de la différence æ — £, ou, en d'autres 
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termes, de la direction qu'aura la droite menée du point dont £ est 

l’affixe, au point mobile dont l’affixe est représentée par la lettre æ. 
Si les variables æ, y sont des fonctions données d’une autre 

variable /, on pourra dire encore que le rapport différentiel 


dy __D,y 


dur D,x 


(3) 


est la limite vers laquelle converge le rapport aux différences finies 


tandis que £ s'approche indéfiniment de la limite + pour laquelle on 
aæ—5£%,7y—n. D'ailleurs, si l’on nomme 5 le module et & l’argu- 


ment de la différence ? — =, en sorte qu’on ait 


la limite dont il s'agit pourra dépendre de l'argument 5. 


Si, 7 étant nul ou même infini, on pose simplement 
L— Pos 
la valeur commune des deux rapports 


D,y pre 


rule à 
z—È 


correspondante à la valeur = de #, dépendra encore généralement de 
l'argument & de la variable , ou, ce qui revient au même, de l’argu- 


ment — 5 de 


Si £, n s’évanouissent, la valeur de 


OT D? 
dæz  D,x° 


correspondante à { —7, ne sera autre chose que la limite vers laquelle 


ESS RS she ed cd geS nat i pape gb ién nn joe ie fre nd, Het RS 


ST 0 NS D 


rl tr à éd un cl din pti fes 


a ai à die 


5 
f 
“à 
f 
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convergera le rapport 


(4) | : 


8 ( 


tandis que £ s’approchera indéfiniment de 7. 
Pour faire mieux saisir ce qui précède, supposons 


(3) MS CRE, WxS Siné: 


la valeur du rapport 


correspondante à une valeur infinie de 4, sera — 1 ou i, suivant que 
le coefficient de z dans £ sera négatif ou positif, ou, ce qui revient au 
même, suivant que sins sera négatif ou positif; et il est facile de 


dy 
dx 
même égale à —1i dans le premier cas, à 1 dans le second. 


x 1 
s'assurer que la valeur de + correspondante à £— =; sera elle- 


Si l’on posait 


(6) T = cos", F4 


, . J 
m étant un nombre entier, alors, pour { — s: la valeur commune des 
deux rapports 
Y dy 
æ’ dx 
passerait 27» fois de la valeur — i à la valeur i, ou réciproquement, 
tandis que l'on ferait varier l'argument © entre les limites — 7, ++. 
Les rapports (1) ou (3), et (2) ou (4) ayant la même valeur pour 


t— 7, leur valeur commune pourra se déduire de la considération de 


l’un quelconque de ces deux rapports. Cette remarque peut quelque- 
fois être utile. Concevons, pour fixer les idées, que les variables x, y 
soient assujetties à vérifier les équations différentielles 


(7) US LT Dix —— 7, 


et que l’on demande la valeur du rapport : pour une valeur infinie 
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de la variable indépendante #. En nommant 0 cette valeur, on aura, 


J 
our { = — 
P 2 


D,y æ 
D,x y” 
donneront 
RAR, Mt, Q—=+i 


as * I Sr $ 
Donc le rapport = offrira, pour 4: — =; deux valeurs distinctes — 1, 


+ 1, ce qui est exact. 


S II. — /ntégrales synectiques d'équations différentielles. 


J'appelle synectique une fonction qui, pour une valeur finie de la 
ariable dont elle dépend, est toujours, non seulement monodrome et 
monogène, mais encore finie. Les fonctions entières d’une variable 
indépendante 4, et celles qui se développent, suivant les puissances 
entières et ascendantes de {, en séries toujours convergentes, par 
exemple 

et, Cost, Ssint; 
sont des fonctions synectiques de £. 

Étant donné, entre la variable indépendante et plusieurs incon- 
nues æ, y, 3, ..., un système d'équations différentielles, on pourra 
souvent, à l’aide des principes exposés dans les séances précédentes, 
s'assurer que leurs intégrales sont des fonctions synectiques de 4. 

Concevons, pour fixer les idées, que æ et y soient assujetties à 
vérifier les deux équations 


Diz=7y, D, y = — x. 


Les seules valeurs de £ pour lesquelles æ, y pourront cesser d’être 
monodromes et monogènes seront celles qui correspondront à des 
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valeurs infinies de æ ou de y. D'ailleurs, à une valeur finie de l’une 
des variables æ, y répondra, en vertu des formules (1), une valeur 
finie de l’autre. Done elles deviendront simultanément infinies, et 
ne pourront cesser d’être monodromes et monogènes que pour une 
valeur t de £, qui rendra æ et y infinies. D'ailleurs, si l’on nomme 0 


la valeur qu'acquerra le rapport _ pour des valeurs infinies de æ et 


de y, on trouvera (vor le $ 1) 0 —Æ+i, et l’on aura sensiblement, 
pour de très grands modules de æ et de y, 


Donc, pour une valeur de £ voisine de t, la première des équa- 
tions (1), que l’on peut écrire comme il suit, 


dé — xd dix 
donnera sensiblement 
Us dl: 
à F Peas 5 T, 
et 
Li M 2: 
l—t—=— 5 se , 


par conséquent 
I 


t—t+ 17 — 
Ha Où 0 
Donc la valeur t de : correspondante à des valeurs infinies de x et 
de y sera elle-même infinie, et, pour des valeurs finies de 4, les inté- 
grales æ, y des équations (1) seront toujours, non seulement mono- 
dromés et monogènes, mais encore finies; en d’autres termes, ces 
intégrales seront des fonctions synectiques de £. Cette conclusion est 
d’ailleurs facile à vérifier, puisque, en intégrant les équations (x), 
on trouve 
: æ—=rcos(t—T), y =sin(t —1), 
r, 7 étant deux constantes arbitraires. 
Lorsqu'une fonction z de 4 est toujours monodrome et monogène, 
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on peut en dire autant du rapport 


et même de la dérivée 
D’13, 


ñ étant un nombre entier quelconque. Si cette dérivée se décompose 
en deux parties w et», toujours monodromes et monogènes, on pourra 


satisfaire à l'équation 

(2) D'i:=u+ v, 

en posant 

(3) 5= +; 

(4) D'lrèa. Die so, 

et alors æ, y seront encore monodromes et monogènes. Il y a plus : 


æ, y seront toujours finies, pour des valeurs finies de £, et se rédui- 
ront en conséquence à des fonctions synectiques de 4, si les fonc- 
tions w, 6 restent finies, la première quand on pose 3 — _ la seconde 
quand on pose 3 — 0. Ce principe fécond s'applique avec avantage à 
la discussion des intégrales des équations différentielles. Il met en 
évidence leurs diverses propriétés, et conduit, avec une grande faci- 
lité, à la représentation, sous forme fractionnaire, des fonctions cir- 
culaires, elliptiques et abéliennes. Pour donner une idée de ces appli- 
cations, je me bornerai à deux exemples. | 
Considérons d’abord la fonction circulaire 


(5) gs = tang({ —T). 
Elle se confond avec l'intégrale 3 de l'équation différentielle 
(6) D,:—=14#51 


cette intégrale étant assujettie à s’évanouir avec la différence 4 — 7. 
D'ailleurs, en vertu de la formule (6), z sera une fonction toujours 
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monodrome et homogène de 4, sans être synectique, puisqu'à une 
valeur infinie de z correspondra une valeur finie de £. Mais pour satis- 
faire à l'équation (6), présentée sous la forme 


. I 
(7) D,13 = - +3, 


il suffira de poser 


(3) 3 = —) 
(8) Dir, Dix 3; 


et alors æ, y seront certainement synectiques, puisqu'ils seront, non 
seulement monodromes et monogènes, mais toujours finis pour des 
valeurs finies de £, y ne cessant pas de l'être pour 3 — 2 ni æ pour 
z — 0. On arriverait encore à cette conclusion en observant que les 
équations (8), eu égard à la formule (3), coïncident avec les équa- 
tions (1). 

Considérons en second lieu l'intégrale z de l'équation différen- 


tielle 


(9) Mis, 


la valeur de Z étant de la forme 


(10) Z=h(i—-az}M(i1—b3)}M (1— cz) ..., 


les lettres a, b, c, ..., h désignant d’ailleurs des paramètres quel- 
conques réels ou imaginaires, et , ', w”, ... étant des fractions 


réduites à leurs plus simples expressions. Supposons que = doive se 


réduire à € pour 4 — 7. Nommons » le nombre des exposants u, u’, 


\ 


uw”, ..., que nous supposerons rangés dans leur ordre de grandeur, 
ou, ée qui revient au même, le nombre de facteurs variables de Z, 
dont chacun est réduit par le trait superposé à une fonction continue 


de 3; et faisons, pour abréger, 


(11) p+u'+p"+... =. 
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Pour que l'intégrale z de l’équation (9) soit une fonction toujours mo- 
nodrome et monogène de 4, il sera nécessaire et il suffira (page 218) 
que chacun des nombres 


! " [//4 
RM NT Hi hi 


soit de l’une des deux formes 


I 
12 IJ—— et : — 
Go n MES 


n étant un nombre entier; donc alors, si l’on n'a pas y — 0, ce qui 
réduirait Z à L et l'intégrale z à la fonction symétrique € + A(t — 7), 
chacun des nombres 


! " 72 
Po RS Pr CR IE Ur 


sera un des termes de la suite  * 


AN OM L 
212 2 | D? 73 . 
DE 70 2 


OISI 


ï I 5 
(13) FE 6’ "LED By iucbre h 


Cette condition étant supposée remplie, on aura nécessairement 


nm 


(14) an ad 


le signe <Z étant censé comprendre le cas d'égalité. En conséquence, 


m : p 
; ne pouvant surpasser 2, 72 sera l’un des nombres 1, 2, 3, 4; et, 


. Mm # + 
SI prhae 2, On aura nécessairement 


(15) V2,  =p=p=u =. 
En outre, le plus petit entre plusieurs nombres ne pouvant jamais 
surpasser leur moyenne arithmétique, on aura, dans tous les cas, 

y 2 
(16) B<=<—- 


nm m 
et, en particulier, pour » = 3, 


Ÿ 
KR? 


219 ! FE. " ! 
(7) CPR SON Ne ns DER Pr RES RME 
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le signe << comprenant toujours le cas d'égalité. Par suite, sim» — 3, 
les valeurs de v, x, x’, x” seront celles que présente l’une des lignes 
horizontales du Tableau suivant : 


y be pe We 
3 I I I 
2 2 2 2 
I I 
2 … — I 
2 2 
8 buans vuls 
2 3 6 
RD ER OUTRE 
2 4 4 
; 2 2 2 
x 3 3 3 


Si maintenant on suppose à — 2, la formule (14) donnera v > 1: 


I & . . 
donc y sera de la forme 1 + 7’ * pouvant être infini, et 2 — y sera de 


a ; , | La 
la forme 1 — =: Donc alors, en posant ÿ = 2 — y, on réduira l’équa- 


tion 

(19) B'+p"— 

à la forme 

(20) m'+u’+v'— 2, 


u', 4”, Y étant trois termes de la série (13). Done, si l’on n’a pas 
v = 2, et par suite v — 0, les nombres &, w’ propres à vérifier l’équa- 
tion (19) seront deux quelconques des termes compris dans l’une des 
quatre dernières lignes horizontales du Tableau (18). Si l'on suppo- 
sait y — 2, la formule (16) donnerait u<1, et w, w se réduiraient à 
deux nombres de la forme 


n pouvant être infini. 


Enfin, si l’on supposait r — 1, 4 — v pourrait être l’un quelconque 
des termes de la série (13). 
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Ainsi, dans tous les cas, à l’aide des seules formules (14), (16), 
(17), (20), on peut déterminer immédiatement, avec la plus grande 
facilité, les divers systèmes de valeurs de x, u’, 4”, ... pour lesquelles 
l'intégrale de l’équation (9) est une fonction toujours monodrome 
et monogène de la variable z, et retrouver, de cette manière, les 
résultats obtenus par MM. Briot et Bouquet. D'ailleurs, en adoptant 
l’un quelconque de ces systèmes et en désignant par » le dénomina- 
teur de la fraction y réduite à sa plus simple expression, on tirera de 
la formule (9) 


(21) D'UN 


D'autre part, chacune des fonctions x, w', a”, ... ayant pour dénomi- 


ee pe 6 
nateur un diviseur de z, la valeur de D” "=; tirée des formules (9) 


et (10), se réduira évidemment à une fonction entière de 3 et de 


CRE 


Donc l’équation (21) sera de la même forme que l'équation (2), et 
l'intégrale 3 de l'équation (9) pourra être présentée sous la forme 


tr 


Il 
8 | 


y et æ étant deux fonctions synectiques de #, déterminées par deux 
équations semblables aux formules (4). 
Si l’on suppose, en particulier, 


1 1 
(22) Z=(Gi—2#} (143), 
k désignant une constante réelle ou imaginaire, on aura 


3 2 7? 
des À p,2 ©, 


I 
373? = —(1+6)+ As; 
par suite, l’équation (21) sera réduite à la formule 


(23) D?14—2- 
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et les équations (4) aux deux formules 
(24) Dily=— —,  -D?ix — — k2z?, 


en vertu desquelles y, æ seront deux fonctions synectiques de 4, dont 
le rapport représentera l’intégrale = de l'équation (9). Si d’ailleurs = 
s’évanouit avec 4, cette intégrale sera la fonction elliptique sin ame, 
dont l’une des plus belles propriétés est celle que nous venons 
d'énoncer, et que manifestent les formules (24). 

La conclusion à laquelle nous sommes parvenu pour l'intégrale de 
l'équation (9) est précisément celle à laquelle M. Weierstrass est 
arrivé, non seulement pour les fonctions elliptiques, mais aussi pour 
les fonctions abéliennes, dans un Mémoire que renferme le Tome XIX 
du Journal de M. Liouville. Dans ce beau travail, l'Auteur, rappelant 
deux autres Mémoires composés par lui sur le même sujet, en 1840 
et 1847, énonce le principe général sur lequel s'appuie la décomposi- 
tion de l'équation (3) en deux autres de la forme (4), puis il indique 
la marche qu’il a suivie pour obtenir, sous forme fractionnaire, les 
fonctions abéliennes. Il ajoute que sa méthode, appliquée aux fonc- 


tions elliptiques, réduit sin am à la forme 2, y et æ étant détermi- 


nés par les formules 


3 2 
(25) D? 17 =+ 7 D? le 42. 


Autant que j'en puis juger, d’après les indications que donne 
M. Weierstrass, la principale différence entre sa méthode et celle 
que je viens d'exposer consiste en ce que, dans l’une et dans l’autre, 
on arrive, par des considérations différentes, à prouver que les inté- 
grales y, æ des équations (23) ou (25) sont des fonctions synectiques 
de la variable s. 
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993, 


CALCUL INTÉGRAL. — Sur la recherche des intégrales monodromes 


et monogènes d'un système d'équations différentielles. 


C.R., T. XL, p. 511 (5 mars 1855). 


Soient æ, y, =, ... des inconnues assujetties : 1° à vérifier, pour 
une valeur variable de £, les équations différentielles 


(1) Dr, D'y= F, Das = 6 Ses 


X, Y, Z,... étant des fonctions données de æ, y, z, ...; 2° à prendre, 
pour une valeur particulière + de #, les valeurs correspondantes 
£, n, Ç, .... Soit encore t une valeur finie de 4, pour laquelle se 
vérifie l’une des conditions 


L I L 
| — '0 ln mt à ; Mn m0, à | SP LR 
(2) sa a: ae , 
| ’ L L 
(3) J = 7 = Zz = si is 
ou pour laquelle une des fonctions X, F, Z,... cesse d'être mono- 


drome et monogène. Il y aura lieu de rechercher si les intégrales 
æ, y, 3, .. des équations (1) ne cessent pas elles-mêmes d’être 
monodromes et monogènes dans le voisinage de la valeur t de la 
variable 4, et un moyen de résoudre cetté question sera d'intégrer 
par approximation les équations (1). J'ajoute que, dans beaucoup de 
cas, on pourra se dispenser de recourir à cette intégration, et par- 
venir à la solution cherchée en s'appuyant sur les considérations sui- 
vantes. 


/ _Nommons 
x, », 3 


les valeurs particulières de +, y, 3, ... correspondantes à la valeur t 
de #, et supposons d’abord que ces valeurs soient des quantités finies. 
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Pour savoir si, dans le voisinage de la valeur t attribuée à £, les inté- 
grales æ, y, =, ... des équations (1) cessent ou ne cessent pas d’être 
monodromes et monogènes, il faudra comparer à la différence 4 — t 
les différences correspondantes 


TE, Y—V, 3—3, ..., 


qui devront être en même temps qu’elles infiniment petites, et cher- 
cher d’abord de quels ordres seront ces dernières quand on considé- 
rera { — t comme un infiniment petit du mème ordre. Or, ces diffé- 
rences étant généralement des mêmes ordres que les produits 


(£—t)D,x, (t—1)D;y, (t—+t)D,s, ..., 


on pourra, dans la recherche de ces ordres, substituer habituellement 
aux équations (1) les formules 


T—*? pp ruse RTE r 
{ pan de pre 9 
(4) arr de dt Tor RUN»: 


Concevons qu'en opérant ainsi on trouve les ordres des différences 
D, Y—V, 2—3, 
respectivement égaux à 


ds iv, 


Les intégrales æ, y, z,... ne pourront rester monodromes et mono- 
gènes, dans le voisinage de la valeur t de # pour laquelle on aura 
T—=+, y =, 5 — 3,... que, dans le cas où les nombres À, u, v, ... 
seront tous positifs. Supposons cette condition remplie, et posons 


(Oui Zeus ppt), 23 = mt), 


La substitution des inconnues w, ?, , ... aux inconnues æ, y, =, ... 
transformera les équations (1) en d’autres équations de la forme 


(6) Du UV, : De, Dw=W; ‘..…, 


U, V, W, … étant des fonctions de £, u, v, æ, .……. Si, pour la valeur t 
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de 4 jointe aux valeurs correspondantes de w, v, æ, ..., les fonctions 
U, V, W, ... acquièrent des valeurs finies qui ne soient pas nulles, 
elles resteront pour l'ordinaire monodromes et monogènes dans le 
voisinage de ces valeurs, et alors les intégrales w, #, , . +. des équa- 
tions (6) seront elles-mêmes, pour des valeurs de z voisines de t, des 
fonctions monodromes et monogènes de t; alors aussi, en vertu des 
formules (5), les intégrales æ, y, 3, ... des équations (1) seront, pour 
des valeurs de z voisines de t, des fonctions monodromes et mono- 
gènes de £, si les ordres 
LR 

se réduisent à des nombres entiers : elles cesseront d’être mono- 
dromes et monogènes dans le sens contraire. 

Si à la valeur t de z correspond non plus une valeur finie, mais une 
valeur infinie de l’une des intégrales x, y, 5, ... de l'intégrale æ par 
exemple, alors, dans les calculs précédents, la différence æ — + devra 


être remplacée par le rapport —; qui deviendra infiniment petit avec 
VA 

la différence : — t. D'ailleurs, si l’on considère cette différence comme 

. L2 . dd I La ’ 

infiniment petite du premier ordre, l'ordre de = sera généralement 


l’ordre du produit 


(£—1) 


D,z … 1° + 
æ ous Léa À 


et l'on pourra, dans la recherche de cet ordre, substituer habituelle- 
ment à la première des équations (1) la formule 


T » 
(7) = A. 


’ 4 +4 I Là “ 4 L 
Concevons qu’en opérant ainsi on trouve l’ordre de = égal à À. L'inté- 
grale æ ne pourra rester monodrome et monogène dans le voisinage 
L x \ 
de la valeur t de £ pour laquelle on aura x — > que dans le cas où le 


nombre À sera positif. Supposons cette condition remplie, et posons 


(8) r—u(tt)"}à, 
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Après avoir à la première des formules (5) substitué l'équation (8), 
on pourra encore, à l’aide de ces formules, obtenir entre les variables 
inconnues &, #, w, .. des équations de la forme (6), puis en tirer 
des conclusions identiques avec celles que nous avons ci-dessus 
énoncées. | 
On arriverait encore à des conclusions semblables si, pour la 
valeur t de £, plusicurs des variables æ, y, z, ... devenaient infinies. 
Seulement alors plusieurs des formules (4) devraient être remplacées 
par des équations correspondantes prises dans le système 


(9) md doper mie Zn 


Le.) 
— 
LS 
—+ 


et plusieurs des formules (5) par des équations correspondantes 
prises dans le système 


(10) æ—u(t—t)"À, Ye EC), 3 = @(C I), PET 


Le cas où, + étant fini, le nombre À serait infini, mérite une atten- 
tion spéciale. Dans ce cas, si à la première des formules (5) on sub- 
stitue l’équation 


(11) æ—=eutt-t}, 


les intégrales u, #, æ, ... des formules (6) seront encore, sous les 
conditions énoncées, et pour des valeurs de £ voisines de t, des fonc- 
tions monodromes et monogènes de £; mais on ne pourra pas en dire 
autant des intégrales æ, y, z, ..., qui ne resteront monodromes et 
monogènes que si les exposants 


Parle 
sont des nombres entiers. 

Lorsque, en suivant la marche ici tracée, on aura constaté que les 
intégrales æ, y, =, ... des équations (1) sont, du moins entre certaines 
limites du module de 4 — =, des fonctions monodromes et monogènes 
de la variable {, on pourra évidemment appliquer à ces intégrales les 
théorèmes généraux que j'ai déduits du Calcul des résidus, spéciale- 
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ment le théorème énoncé à la page 212 du Tome XXXII des Comptes 
rendus ('); on pourra en conséquence développer ces intégrales en 
séries, les décomposer en fractions simples ou en facteurs simples, ….; 
et ces développements, ces décompositions pourront s'effectuer pour 
des valeurs quelconques de la variable 4, si les intégrales æ, y, 5, ... 
ne cessent jamais d’être monodromes et monogènes. Enfin les formes 
des développements resteront les mêmes, quelle que soit la valeur 
attribuée à 4, si, pour toute valeur finie de £, les intégrales æ, y, z, 
sont non seulement monodromes et monogènes, mais encore finies, et 
par conséquent synectiques. 

Lorsque les intégrales æ, y, z, ... ne restent pas toujours mono- 
dromes et monogènes, on peut chercher à établir entre ces intégrales 
et de nouvelles inconnues &, », æ, .… des relations simples, mais 
telles que w, v, æ, ... soient des fonctions toujours monodromes et 
monogènes de la variable 4. Montrons en peu de mots comment ce 
nouveau problème peut être résolu. | 

Concevons, pour fixer les idées, que les équations (1) soient rem- 
placées par celles qui se déduisent des deux formules 


| À! D,x — 7-1 D, y — h, 
(12) 


AA Dz + y AD, =k, 


et que l’on ait, en conséquence, 


| Dir = 7 dem FE À 
{ 


nat: à 

(452 8 h 
(ny = Tr, 

V7 e0 


les lettres 2, # désignant deux constantes réelles ou imaginaires, 
X étant une fonction de +, et Y étant ce que devient X quand on y 
remplace æ par y. Concevons encore que, dans ces équations, X soit 
de la forme 


(14) . Æ=(i-am)} (1— br) (1—cæ),  ..., 


(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. XI, p. 311. 


x 
; 
1 
È 
4 
4 
4 
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a, b, ce, .. étant des constantes réelles ou imaginaires, et x, 6, y, 
des exposants entiers ou fractionnaires. Les intégrales æ, y ne pour- 
ront cesser d’être monodromes et monogènes dans le voisinage d’une 
valeur particulière £ attribuée à la variable £, que dans le cas où à cette 
valeur répondra une valeur infinie de æ ou de y, ou une valeur nulle 
ou infinie de X ou de F, ou enfin une valeur nulle de y — x, c’est- 


à-dire dans le cas où se vérifiera l’une des conditions 


(19) METP F4 

(16) Pt FAR MANE Pr ar .…., 7= = "y=t, , 
b C a b C 

(17) Fe. 


D'ailleurs, dans le voisinage d'une valeur de #, pour laquelle se véri- 
fiera l’une des conditions (16), les intégrales æ, y ne cesseront pas 
d’être des fonctions monodromes et monogènes de £, si chacun des 
exposants 


ay 65 y» 


est de l’une des trois formes : 


la lettre z désignant un nombre entier. Supposons cette condition 


remplie, et faisons 
d+é+y+...—t 


Dans le voisinage d’une valeur de #, pour laquelle se vérifiera l’une 
des conditions (15), les intégrales æ, y ne cesseront pas d’être des 
fonctions monodromes et monogènes de 4, si la différence 


Eee. 


a . Ï I 
est elle-même de l'une des trois formes 1 — =; 1, 1 + =: Supposons 


encore cette dernière condition remplie. Alors les intégrales æ, y ne 

pourront cesser d’être monodromes et monogènes que dans le voisi- 

nage d'une valeur de z, pour laquelle se vérifiera l'équation (17); 
OEuvres de C. — S.i,1t. XI. 31 
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ajoutons que, pour une telle valeur de 4, la fonction (y — x})*, dont 
la dérivée vérifiera la formule 


= D(y a) = A+ FT) hyA +), 


ne cessera pas d’être monodrome et monogène, et que la racine carrée 
d'une fonction monodrome et monogène cesse généralement de l'être 
quand on attribue à la variable indépendante des valeurs voisines de 
l’une de celles pour laquelle la fonction s’évanouit. Cela posé, il est 
elair que dans l'hypothèse admise la racine carrée æ — y de (y — x)*, 
et par suite les inconnues æ, y, cesseront d’être monodromes et mo- 
nogènes pour des valeurs de £ voisines de celles qui vérifieront la for- 
mule (17); quant à la fonction de x et de y, représentée par (y — x), 
elle restera toujours, et pour une valeur quelconque de 4, monodrome 


et monogène avec les deux fonctions 
T+Y et xy, 


dont les dérivées, déterminées par les formules 


h(yÆ—xF) — k(4 — Fr) 
Sr 7 4 
RO A 2x F)\— kr —zT) 


Vire 


24 


D,(y + x) = 


D,(xy) — 


conserveront des valeurs finies quand on posera y — x. 
On arriverait à des résultats analogues, en considérant, non plus 
les équations (12), mais un système de » équations du même genre 


entre » variables æ, y, =, ..., par exemple les trois équations 


/ ÆX-! D,x JE F dé, D,y dE N'ége. D, 5 — h, 
(18) «x AD,z+y F-'Diy+s ZT D: —k, 
(a Æ-D;x+y FD,y +327 Dis — l, 


h, k, L'étant des constantes réelles ou imaginaires, et X, F, Z des 
fonctions semblables, mais irrationnelles, qui dépendraient la pre- 
mière de la variable æ, la deuxième de la variable y, la troisième 


de la variable z. 
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Remarquons d’ailleurs que l'intégration des équations (12), 
(18), ete., et la détermination des fonctions abéliennes sont deux 
opérations identiques. Ainsi, en particulier, intégrer les équa- 
tions (12), en assujettissant les intégrales +, y à prendre pour une 
valeur nulle de # les valeurs &, n, c’est, en d’autres termes, calculer 
les valeurs des fonctions abéliennes æ, y déterminées par les deux 


f 
hf 


équations 


r 


P 
1 dx + [ F-'dy = hu, 
ñ 


x 


| # 
z X-'dx + f y dy = kt. 
ñ 


D94. 


ANALYSE INFINITÉSIMALE. — Aapport sur un Mémoire présenté à l’Acadénue 
par MM. Brior et Bouquer, et éntitule : Recherches sur les fonctions 
définies par les équations différentielles. 


C.R.,T. XL, p. 557 (12 mars 1855). 


(4 


Les recherches de MM. Briot et Bouquet, dans le travail soumis à 
notre examen, concernent les fonctions définies par les équations 
différentielles. D'ailleurs, comme le reconnaissent les auteurs eux- 
mêmes, ces recherches se trouvent intimement liées à celles que l’un 
de nous a publiées à diverses époques, savoir : en 1835, dans le 
Mémoire sur l'intégration des équations différentielles; en 1846, dans 
plusieurs Mémoires que renferment les Comptes rendus hebdomadaires 
des séances de l’Académie des Sciences, et, en 1852, dans le Mémoire 
sur l'application du Calcul infinitésimal à la détermination des fonc- 
tions implicites (‘). Nous serons donc obligés de rappeler d’abord 


(1) Œuvres de Cauchy, S. HU, T. XI: S. I, T. X; et S. I, T. XI, p. 406. 
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quelques-uns des résultats obtenus dans ces Mémoires. On pourra 
ainsi mieux apprécier le caractère et l'importance des résultats nou- 
veaux auxquels MM. Briot et Bouquet sont parvenus. 

Le nombre des équations différentielles que l’on peut intégrer en 
termes finis étant très peu considérable, on a essayé, depuis long- 
temps, de les intégrer par séries. Ainsi, par exemple, étant donnée 
une équation différentielle du premier ordre entre la variable z 
et une fonction inconnue de £ représentée par x, avec la valeur 
particulière £ de la fonction æ, correspondante à la valeur particu- 
_lière + de la variable #, on a supposé la fonction + développée par 
la formule de Taylor en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes et entières de 4 — 7; et, comme on parvient facilement 
à déterminer les coefficients des diverses puissances dans cette série, 
en les déduisant des valeurs connues de 7, & à l’aide de l'équation 
donnée et de ses dérivées des divers ordres, et en laissant d’ailleurs 
arbitraire la constante £, on en a conclu que toute équation différen- 
tielle du premier ordre entre æ et £ admettait une intégrale générale, 
et que cette intégrale se trouvait représentée par la série de Taylor, 
c’est-à-dire par la somme de cette série, les coefficients étant déter- 
minés, comme on vient de l'expliquer, en fonction de = et de la con- 
stante arbitraire £. Toutefois, les considérations précédentes ne don- 
naient pas la certitude que l’on eût effectivement intégré l'équation 
proposée, ni même que cette équation admiît une intégrale; car, 
d'une part, on ne démontrait pas généralement que la série obtenue 
fût convergente, et l’on sait que les séries divergentes n’ont pas de 
sommes; d'autre part, une série même convergente qui provient du 
développement d’une fonction, effectué à l’aide de la formule de 
Taylor, ne représente pas toujours la fonction dont il s’agit. L'inté- 
gration par série pouvait donc être illusoire. Pour transformer cette 
intégration en une méthode exacte et rigoureuse, il était nécessaire 
d'examiner sous quelles conditions et en quelles limites les séries 
trouvées étaient convergentes. Ces deux questions ont été traitées 
dans les Mémoires ci-dessus rappelés; et, dans le dernier de ces Mé- 
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moires, les conclusions auxquelles l’auteur est parvenu, se trouvent 
exprimées comme il suit : 


Représentons par 


des fonctions de 
EN MR AVE Mai 4 as 


qua restent finies, monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs 


attribuées à 


el concevons que l’on assujettisse æ, y, z, ... à la double condition de 
vérifier, quel que soit t, les équations difjérentielles comprises dans la for- 


mule 


E ET T 


et de se réduire à £, n, GC... pour t = 7. SiG ne s'évanout pas quand on 


prend 


ET, dune à PS se 14 


alors, à l’aide des théorèmes établis dans le Mémoire de 1835 sur l'inte- 


gralion des équations différentielles, on prouvera qu'il est possible de 


satisfaire, au moins quand le module de la différence t — 7 ne dépasse 
pas une certaine limite, aux deux conditions énoncées, par des valeurs 
de æ, y, z, ... qui seront développées en séries convergentes, et qui repre- 
senteront les intégrales générales des équations différentielles données. Il 
y a plus : on peut afjirmer que, dans l'hypothèse admise, ces intégrales 
générales seront les seules valeurs de x, y, z, ... qui; variant avec t par 
degrés insensibles, rempliront, pour un module suffisamment petit de 
t= 7, les deux conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des 
séries obtenues seront des fonctions monodromes, monogènes et finies de la 
variable 1, on pourra en dire autant des valeurs trouvées des variables x, 
Y, 5, .., ou même d'une fonction monodrome, monogène et finie de ces 


variables. 
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Ajoutons que les séries dont il est ici question ne se réduisent à 
des séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de la diffé- 
rence { — 7 que dans le cas particulier où les fonctions &, x, 7, x, . 
deviennent indépendantes de la variable £. Dans le cas où ces fonc- 
tions renferment la variable 4, les divers termes des séries obtenues, 
cessant d’être proportionnels aux diverses puissances de 4 — 7, sont 
fournis par des intégrations successives, et, par suite, ils peuvent 
revêtir des formes mieux appropriées à la solution des problèmes. 
Ainsi, par exemple, en Astronomie, on obtient le plus ordinairement 
des séries ordonnées, non suivant les puissances ascendantes du 
temps, mais, ce qui est bien préférable, suivant les sinus et cosinus 
des multiples de certains ares proportionnels au temps. 

Enfin, l’auteur du Mémoire de 1835 ne s’est pas borné à établir, 
dans l'hypothèse admise, l'existence des intégrales générales d’un 
système d'équations différentielles : il a encore fixé des limites entre 
lesquelles le module de la différence 4 — + peut varier, sans que les 
séries obtenues cessent d’être convergentes, et des limites au-dessous 
desquelles s'abaissent nécessairement les erreurs que l’on commet 
quand on arrête chacune des séries obtenues après un certain terme. 

Le théorème sur lequel se sont appuyés MM. Briot et Bouquet, 
pour établir, dans lhypothèse admise, l'existence des intégrales 
générales d’un système d'équations différentielles, est précisément 
celui qu’a donné l’auteur du Mémoire de 1835. Mais à ce théorème 
et à quelques autres qui pourraient se déduire de propositions déjà 
connues, MM. Briot et Bouquet ont joint les résultats qui leur sont 
propres et qui méritent d’être cités. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

La recherche de fonctions de £ qui, représentées par æ, y, z, ..., 
aient la double propriété de vérifier un Système d’équations différen- 
tielles et d'acquérir des valeurs données &, n, €, ... pour une valeur 
donnée + de la variable 4, peut être généralement réduite au cas où 
les valeurs données 7, &, n, €, ... de 4, æ, y, 3, ... s'évanouissent. 
I suffit, en effet, pour opérer cette réduction, de substituer aux 
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variables £, æ, y, =, ... d’autres variables 4, +, y, z, ... liées aux 


1 


premières par des équations de la forme 
t=T+é,, T=E+Zx, FY=Nn+}Y, 


Cela posé, soient ?, x deux variables dont la seconde, considérée 
comme fonction de #, doive s’évanouir pour une valeur nulle de z, 
et satisfaire, quand £ varie, à l'équation différentielle 

dt. ar 


(2) CT x: 


&, X désignant deux fonctions finies, monodromes et monogènes des 
variables 4, æ. Si & ne s’évanouit pas avec 4, d’après ce qui a été dit 
ci-dessus, l'équation (2) admettra, pour des valeurs de z suffisamment 
petites, une seule intégrale monodrome et monogène propre à rem- 
plir les deux conditions énoncées. Il y a plus : le développement de 
cette intégrale en série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de 4 sera précisément celui auquel on sera conduit par la formule de 
Taylor, jointe à l'équation (2). Mais il en sera autrement, si € s’éva- 
nouit avec £. Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait précisément 


a 
Î 
7 


L'équation (2) sera réduite à 
(3) tD,x Ces X, 


et, puisque x doit s'évanouir avec 4, la fonction x devra s’évanouir 
avec les deux variables #, æ. D'ailleurs, étant monodrome et mono- 
gène, elle sera développable en une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de ces variables, en sorte qu’on aura 


(F7 X—ar +bl+o(x,t), 


a, b désignant les valeurs des dérivées D,x, D,x pour des valeurs 
nulles des variables , x, et 9(æ,t) une fonction dont le dévelop- 
pement se composera de termes qui seront tous, par rapport à ces 
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variables, d’un degré supérieur au premier. Si la fonction o(x,t) 
s'évanouit, on aura simplement 


(5) X — ax + bt, 


et l’équation (3), réduite à la formule 
(6) tD,x —ax + bt, 


sera vérifiée quand on posera 
bt 


BR on 


CEE, 


. 
ne 
“1 
éd 


ce désignant une constante arbitraire. La valeur de æ, fournie par 
l'équation (7), est l'intégrale générale de lPéquation (6), et la con- 
stante c qu’elle renferme peut toujours être déterminée, quand on 
donne une valeur particulière £ de æ correspondante à une valeur 
particulière + de la variable £, à moins que la valeur 7 de z ne s’éva- 
nouisse. Dans cette dernière supposition, qui est précisément celle 
que nous-avons adoptée, on doit prêter une attention spéciale au 
signe qui affecte la partie réelle du paramètre a. Lorsque cette partie 
réelle est négative, * devient infini pour une valeur nulle de #, et la 
seule valeur de x qui remplisse la double condition de vérifier l’équa- 
tion (6) et de s’évanouir avec £ est celle qu’on obtient en posant dans 
la formule (3) c — 0, c'est-à-dire la fonction monodrome et monogène 


de 4, donnée par la formule 


(8) | pes 


Au contraire, lorsque la partie réelle de a est positive, #* s'évanouit 
toujours avec 4, et par suite on satisfait aux deux conditions énon- 
cées, en supposant la valeur de + donnée ou par la formule (8) ou 
même généralement par la formule (7). Ainsi, dans ce cas, la seconde 
condition, par laquelle æ est assujetti à s'évanouir avec +, ne déter- 
mine plus la constante arbitraire, et cette constante ne cesse pas d’être 
arbitraire dans l'intégrale particulière, qui se confond alors avec l'in- 


tégrale générale. 
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Dans le cas spécial où le coefficient a se réduit à l'unité, le rap- 


port devient infini, et pour conserver à æ une valeur finie, il 


Ee Œ 
faut attribuer une valeur infinie à la constante c. Pour savoir ce que 
devient alors l'intégrale de l'équation (6), posons d’abord a — 1 + x, 


æ étant une quantité infiniment petite; l'équation (7) deviendra 


ca—b ét" 
RAI GTR 


Or, pour que cette dernière valeur de æ conserve une valeur finie, 


tandis que & s’approchera indéfiniment de la limite zéro, il faudra 


, sé Vi 214 
faire converger le produit c« vers la limite à, et le rapport 7 
œ 


vers une limite finie C. On trouvera ainsi - 


(9) æ—Ct+btlt; 
par conséquent l'équation 


(10) tD',x = x + bt 


admettra une intégrale générale, qui ne sera ni monodrome ni mono- 
gène, à moins que à ne se réduise à zéro, et qui, dans tous les cas, 
aura la propriété de s’évanouir avec la variable £, Si b se réduisait à 
zéro, l'équation (10) se réduirait à 


(11) : Div rix, 
et son intégrale générale à 
(12) mi Cl 


En choisissant, parmi les équations différentielles qu'ont traitées 
MM. Briot et Bouquet, l’une de celles dont l'intégrale générale est 
fournie avec la plus grande facilité par les méthodes connues, savoir 
l'équation (6), nous avons voulu faire bien comprendre comment il 
peut arriver, pour me servir de leurs propres expressions, qu’une 
fonction ne soit pas complètement déterminée quand on l'assujettit à 


verifier une équation différentielle du premier ordre, et à prendre une 
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certaine valeur pour une valeur donnée de la variable indépendante. 
Comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, cela arrive générale- 


ment quand, pour les valeurs données de la fonction et de la variable . 


indépendante, le coefficient différentiel se présente sous la forme 2e 
Alors l'équation différentielle admet en général plusieurs intégrales qu 
remplissent les deux conditions énoncées. Souvent même elle en admet 
une tnfinité, et alors il s'introduit une constante arbitraire dans l'inte- 
gration. Nous ajouterons que, dans ce dernier cas, l'intégrale parti- 
culière correspondante aux valeurs données de la fonction et de la 
variable indépendante ne diffère pas de l'intégrale générale, et que 
les valeurs dont il s'agit sont précisément celles qui réduisent à la 
forme = l'expression de la constante arbitraire tirée de l'intégrale 
générale. Ainsi, par exemple, si de la formule (3), qui représente 
l'intégrale générale de l'équation (6), on tire l'expression de la con- 
stante arbitraire ec, on trouvera 


(13) C—= ———; 


et, pour que cette expression se réduise à la forme D quand æ et 
acquerront des valeurs particulières, il faudra que ces valeurs parti- 
culières s'évanouissent et que la partie réelle du paramètre a soit 
positive. 

Pareillement, si de la formule (9), qui représente l'intégrale générale 
de l'équation (10), on tire l'expression de la constante arbitraire C, 
on trouvera 


(14) É ST; 


" É : . s o 
et pour que cette expression se réduise à la forme =; quand £ et 


acquerront des valeurs particulières, il faudra que ces valeurs parti- 
culières s'évanouissent. 

Les diverses propriétés que nous a offertes celle des intégrales de 
l'équation (6) qui s'évanouit avec £ continuent de subsister, comme 
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l’observent MM. Briot et Bouquet, quand on revient de Péquation (6) 
à l’équation (3), x étant une fonction monodrome et monogène qui 
s’évanouit avec les variables + et £ dont elle dépend. Alors, & étant 
toujours la valeur qu’acquiert la dérivée D,x pour des valeurs nulles 
de # et æ, l'intégrale particulière dont il s’agit renferme encore une 
constante arbitraire, et par suite elle se confond avec l'intégrale 
générale quand la partie réelle de a est positive ou nulle; mais elle 
redevient complètement déterminée quand la partie réelle de «& est 
négative. Dans tous les cas, si le coefficient a ne se réduit pas à un 
nombre entier, l'intégrale particulière dont il s’agit ou l’une de ses 
valeurs sera une fonction monodrome et monogène de 4, pour un 
module de £ inférieur à une certaine limite. La marche qu'ont suivie 
MM. Briot et Bouquet pour démontrer cette assertion mérite d’être 
remarquée. Ils commencent par faire voir qu'on peut réduire l’équa- 
tion (3) à une autre de même forme, mais dans laquelle le coefli- 
cient a, c'est-à-dire la valeur de D,X correspondante à des valeurs 
nulles de + et 4 se trouve diminuée d'autant d’unités que l'on voudra: 
puis, après avoir abaissé la partie réelle de & au-dessous de zéro, ils 
font servir la formule de Taylor, jointe aux dérivées de l'équation (3), 
au développement de æ en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de £, et comparent la série ainsi obtenue à celle qui repré- 


sente le développement de la racine æ d'une certaine équation entre x 


et 4. A l'aide de cette comparaison, ils prouvent la convergence du 
premier développement pour un module suffisamment petit de la 
variable 4, assignent au module de # une valeur au-dessous de laquelle 
ce module peut varier d’une manière quelconque, sans que le déve- 
loppement cesse d'être convergent, et concluent sans peine qu'il 
représente alors une intégrale monodrome et monogène de l’équa- 
tion (3). 

Nous avons cru devoir fixer particulièrement l'attention des géo- 
mètres sur la partie du Mémoire de MM. Briot et Bouquet qui con- 
cerne l'intégrale monodrome et monogène de l'équation (3), parce que 
cette partie, qui ne laisse rien à désirer pour la rigueur des démon- 
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strations, nous parait la plus neuve et la plus importante. Toutefois 
nous ne saurions passer sous silence d’autres résultats obtenus par 
MM. Briot et Bouquet, résultats d'autant plus intéressants qu'ils se 


rapportent à l'équation générale 
(15) Dix — f(x, t), 


qui renferme l'équation (3) comme cas particulier. 

En supposant la variable x assujettie : 1° à vérifier l'équation G5ÿ 
2° à prendre une valeur donnée pour une valeur donnée de #, par 
exemple à s’évanouir avec {; en supposant d’ailleurs que la fonction 
f(x, t) reste monodrome et monogène dans le voisinage de valeurs 
très petites attribuées aux variables æ, {, mais cesse de l’être quand 
ces valeurs s’évanouissent, MM. Briot et Bouquet recherchent les 
propriétés de l'intégrale æ, d'abord dans le cas où la fonction f(x, t) 
devient infinie pour des valeurs nulles de æ et £, puis dans le cas où 
ces valeurs réduisent la fonction f(x, 4) à la forme . Pour y parvenir, 
ils intègrent par approximation l'équation (14), à l’aide du procédé 
qui consiste à négliger avant l'intégration les quantités finies vis-à-vis 
des quantités infiniment grandes, et les quantités infiniment petites 
vis-à-vis des quantités finies. En opérant ainsi, ils établissent aisé- 
ment un théorème que l’on peut réduire à la proposition suivante : 


Lorsque, pour des valeurs nulles de x, t, la fonction f(x, t) devient 


à M : > ] 
infinie, la fonction inverse -—— demeurant monodrome et monogene, 


f(x, t) 


# 
du moins entre certaines limites, la variable x assujeltie. à s'évanour 
avec t, se réduit sensiblement, pour de très petites valeurs de 1, à la 


racine d’une équation binôme du degré m +1, m étant le degré de la 


première des dérivées de » relatives à x, qui ne s'évanouit pas 


ul 
f(æ,t) 
quand on pose æ — 0,1 = 0. 

Il résulte de ce théorème que, dans l'hypothèse admise, l'inté- 
grale æ ne sera point une fonction monodrome et monogène de la 


variable 4. 
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Lorsque la fonction f(x,4) est le rapport de deux fonctions qui 
restent, du moins entre certaines limites, finies, monodromes et 
monogènes, et se présente, pour des valeurs nulles de æ et £, sous la 


(e) 2% + “ ’ 
forme =; la première question à résoudre est de trouver, pour des 


valeurs infiniment petites de 4, l’ordre de l'intégrale +, devenue elle- 
même infiniment petite. Cette question, admettant plusieurs solu- 
tions, donne lieu à une discussion intéressante. Mais cette discussion 
même, ainsi que les formules et la construction géométrique, appli- 
quées par MM. Briot et Bouquet à la recherche des solutions diverses, 
ont une analogie évidente avec la discussion, les formules et la con- 
struction géométrique que M. Puiseux avait, dans son beau Mémoire 
sur les fonctions algébriques, appliquées aux racines d’une équation 
dont le premier membre est une fonction de deux variables, dans le 
cas où la dérivée dé ce premier membre s'évanouit avec lui pour des 
valeurs données de ces variables. Il y a plus : comme, £ étant infini- 
ment petit, la variable +, supposée elle-même infiniment petite et 
fonction de £, sera généralement du même ordre que le produit £D,x, 
on peut affirmer qu’alors la dérivée D,x sera généralement de l’ordre 
du rapport 


T 
t 


Donc, trouver l'ordre de l’intégrale x assujettie à vérifier l’équa- 
tion (15) et à s’évanouir avec t revient à trouver l’ordre de la racine æ 
de l'équation 
T 

(16) 7 =f(z,t), 
et le problème ci-dessus mentionné peut être ainsi ramené à celui 
qu'a traité M. Puiseux. 

Si l’on considère la variable £ comme un infiniment petit du pre- 
mier ordre, l’ordre de l'intégrale æ de l'équation (15), calculé comme 
on vient de Le dire, sera généralement un nombre fractionnaire. Après 


avoir déterminé cet ordre, MM. Briot et Bouquet prouvent qu'à l'aide 


AR 


Cie MO TES 


4 
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d’une substitution convenable on peut réduire l'intégration de l’équa- 
tion (15) à la recherche de l'intégrale x de l'équation (3). On doit 
toutefois excepter un eas particulier où après la réduction on obtient, 
à la place de l'équation (15), une équation de la forme 


(17) tmD,xz—X%, 


m étant un nombre entier, et X s’évanouissant quand x et 7 s'éva- 
nouissent. D'ailleurs, comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, la 
valeur de x assujettie à vérifier l'équation (17), et à s'évanouir avec 4, 
n'admet pas en général, mais seulement sous certaines conditions, 
une intégrale monodrome et monogène. 

A la fin de leur Mémoire, MM. Briot et Bouquet présentent quelques 
considérations générales sur l'intégration d'une équation différen- 
tielle entre deux variables 4, æ, dans le cas où le second membre est 
une fonction implicite de ces variables. Jeiï encore il peut arriver que 
le second membre soit ou ne soit pas, dans le voisinage des valeurs 
originairement attribuées à æ et 4, une fonction finie, monodrome et 
monogène. L'intégrale æ sera toujours, dans la première hypothèse, 
monodrome, monogène et finie, et pourra ne l'être plus dans la 
seconde hypothèse. Le cas où le second membre de l'équation diffé- 
rentielle est une fonction implicite de la seule variable æ mérite une 
attention spéciale. Au reste, ce Cas, déjà traité dans les Comptes rendus 
de 1846, a été, comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, étudié 
avec soin par M. Puiseux dans le Mémoire ci-dessus rappelé. 

Au travail dont nous venons de rendre compte, MM. Briot et Bou- 
quet ont récemment annexé une addition qui a pour titre : Note sur 
un théorème de M. Cauchy relatif à l'intégration des équations différen- 
lietles. 

Le théorème dont il s’agit est précisément celui que nous avons 
rappelé au commencement de ce Rapport, en nous servant, pour 
l’énoncer, des termes mêmes employés dans le Mémoire sur l’applica- 
tion du Caleul infinitésimal à la détermination des fonctions impli- 
cites. Lorsque, pour établir ce théorème, on suit la marche tracée 
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dans le Mémoire de 1835, en l’appliquant à une équation différen- 
tielle, entre £ et æ, la première des deux limites assignées au module 
du terme général du développement de intégrale æ est, comme la 
seconde, le terme général d’une série connue, cette série étant, non 
plus une progression géométrique, mais le développement d’une 
certaine équation du second degré. 

D'ailleurs cette remarque, qui n’était pas énoncée dans le Mémoire 
de 1835, subsiste dans le cas où le second membre de l'équation 
différentielle renferme non seulement la variable æ, mais aussi la 
variable 4. 

Appliquée à une seule équation différentielle, la démonstration que 
MM. Briot et Bouquet donnent du théorème cité suppose l'intégrale x 
développée en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de la variable #, la valeur initiale de # étant réduite à zéro. Ils déter- 
minent directement la fonction dont le développement a pour termes 
les limites des modules des termes compris dans le développement de 
l'intégrale; et, s'appuyant sur un théorème général, rappelé dans la 
séance du 22 janvier de cette année, ils substituent à l'équation diffé- 
rentielle proposée une autre équation différentielle dont cette fonc- 
tion est l'intégrale. D'ailleurs cette fonction est la racine d’une équa- 
tion finie du second degré. Mais cette équation finie, qui renferme 
. un logarithme, diffère de celle dont il était ci-dessus question, et à 
laquelle on serait conduit encore, si l’on appliquait la démonstration 
de MM. Briot et Bouquet à la forme de développement adoptée dans 
le Mémoire de 1835. 

La même démonstration, appliquée au système de » équations dif- 
férentielles, entre 7 inconnues x, y, 3, ... et la variable 4, conduit 
MM. Briot et Bouquet à une équation finie du degré # +1, qui ren- 
ferme encore un logarithme, parce que les auteurs continuent de sup- 
posér les inconnues développées en séries ordonnées suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de #. Le logarithme disparaitrait, si 
l’on admettait la forme de développement adoptée dans le Mémoire 
de 1835, et alors on pourrait, de l'équation finie à laquelle on par- 
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viendrait, déduire immédiatement les conclusions énoncées dans le 
Mémoire, par rapport à la limite au-dessous de laquelle le module 
de # peut varier sans que les séries obtenues cessent d’être conver- 
gentes. Toutefois, l'équation finie a l'avantage de fournir une limite 
plus étendue. 

En résumé, MM. Briot et Bouquet, dans le savant Mémoire soumis 
à notre examen et dans la Note jointe à ce Mémoire, ont ajouté des 
développements utiles et des perfectionnements nouveaux, dignes de 
remarque, à la théorie si importante de l'intégration par série des 
équations différentielles. 

Pour ces motifs, vos Commissaires pensent que le Mémoire et la 
Note de MM. Briot et Bouquet doivent être approuvés par l’Académie 
et ils en proposent l'insertion dans le Recueil des Savants étrangers. 


999, 


ANALYSE ET PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Rapport sur deux Mémoires 
de M. Prerre-ALPnonse Lauren, chef de bataillon du Génie. 


C.R., T. XL, p. 632 (19 mars 1855). 


Un homme d’un mérite supérieur, M. Pierre-Alphonse Laurent, 
chef de bataillon du Génie, a été enlevé, par une mort prématurée, à 
sa patrie qu'il servait avec ardeur, à la Science qu'il enrichissait de 
ses découvertes. Dès l’année 1843, il composait, sur le Calcul des 
variations, un Mémoire que l’Académie a jugé digne d’être approuvé 
par elle, et inséré dans le Recueil des Savants etrangers; la même 
année, au mois d'août, M. Laurent présentait à l’Académie un second 
Mémoire qu'il intitulait modestement : Extension d'un théorème de 
M. Cauchy. Mais, comme il est dit dans le Rapport, cette extension 
constitue un nouveau théorème, digne de remarque, qui peut être 
utilement employé dans les recherches de haute Analyse. Aussi l’Aca- 
démie a-t-elle adopté les conclusions du Rapport qui signalait ce nou- 
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veau Mémoire comme très digne d’être approuvé par elle et inséré 
dans le Recueil des Savants étrangers. Depuis ce moment, M. Laurent, 
travailleur infatigable, a su, par de constants efforts, conserver dans 
l'estime des savants le rang si honorable où ses premiers travaux 
l'avaient placé, et chaque année il a fait parvenir à l’Académie un 
très grand nombre de Mémoires sur l'Analyse, sur la Physique mathé- 
matique et particulièrement sur la Théorie de la lumière. Enfin, deux 
importants Mémoires du même auteur, présentés, au nom de sa veuve, 
à l'Académie par M. le Maréchal Vaillant, ne peuvent qu'augmenter 
les regrets des amis de la Science, en leur faisant voir tout ce qu'on 
devait encore attendre d’un savant distingué, dont la vie a été certai- 
nement abrégée par ses nombreuses veilles. De ces deux Mémoires, le 
premier, comme l'indique son titre, concerne la Théorie des imagi- 
naires. 1] renferme des considérations générales sur l’équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfont, parmisles fonctions d’une 
variable imaginaire, celles dont la dérivée dépend uniquement de la 
variable, et divers théorèmes relatifs, les uns aux intégrales définies, 
les autres au développement de ces intégrales en séries, particulière- 
ment le beau théorème déjà cité, puis des applications de ces théo- 
rèmes à l'intégration des équations aux dérivées partielles, spéciale- 
ment de celles qui expriment l’équilibre de température et l’équilibre 
d'élasticité. Le second Mémoire a pour titre : Examen de la théorie de 
la lumière dans le système des ondes. L'auteur y passe en revue les 
explications données par les physiciens et les géomètres des divers 
phénomènes lumineux; il recherche jusqu'à quel point ces explica- 
tions peuvent être admises, et ce qu'elles peuvent laisser encore à 
désirer. 

Les deux nouveaux Mémoires, comme les précédents, témoignent 
de la science profonde et de la grande sagacité de M. Laurent. L'in- 
térêt qui s'attache aux sujets traités dans ces Mémoires, l'importance 
des discussions auxquelles l’auteur s’y livre, les points de vue nou- 
veaux que souvent 1l découvre, devaient naturellement inspirer aux 
physiciens et aux géomètres un vif désir de voir les œuvres de M, Lau- 
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rent recueillies et publiées. Vos Commissaires sont d'avis que ce vœu 
doit être réalisé. En conséquence, ils proposent à l’Académie : 

1° De décider que les divers Mémoires de.M. Laurent, tous ceux du 
moins dont l'importance ne saurait être contestée, seront publiés dans 
le Recueil des Savants étrangers ; 

2° De confier à une Commission spéciale, prise dans le sein de 
l’Académie, le soin de recueillir ces Mémoires et d’en surveiller l’im- 
pression. 

En terminant ce Rapport, les Commissaires n'hésitent pas à déclarer 
qu'ils s'associent pleinement au vœu émis par M. le Maréchal Vaillant 
et que partageront certainement tous les amis des Sciences. Comme 
l'a dit M. le Maréchal : « le Corps du Génie a perdu en M. Laurent un 
de ses officiers les plus distingués, celui-là même que le Comité des For- 
tfications avait appelé à Paris pour examiner les nombreuses questions 
d'Art et de Science qui lux sont journellement adressées ». Nous laisse- 
rons aux chefs du Corps dans lequel les talents et le zèle de M. Lau- 
rent étaient si bien appréciés, le soin de rappeler ses vingt-sept 
années de service, ses campagnes en Afrique, les travaux qu’il .a 
exécutés comme ingénieur militaire, etc. Mais ce ne sont pas là les 
seuls titres qui honorent et recommandent sa mémoire. C’est à l’In- 
stitut surtout qu’il appartient de dire que les méditations auxquelles 
M. Laurent à consacré ses veilles ont contribué aux progrès de la 
Science, et vous n'avez pas oublié, Messieurs, qu'après le décès de 
l’illustre Jacobi, l'Académie elle-même voulut inscrire le nom de 
M. Laurent sur la liste des candidats pour la place de Correspondant 
de l’Institut. Nous croyons, avec M. le Maréchal, que tant d’hono- 
rables souvenirs, tant d’éminents services doivent, après la mort de 
M. Laurent, protéger encore sa famille, dont il était l'unique appui: 
nous croyons qu'ils seront, pour les Membres de l’Académie, un puis- 
sant motif d'appeler sur la veuve et les enfants de M. Laurent le bien- 
veillant intérêt de M. le Ministre de l’Instruction publique. 
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996, 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les variations intégrales 


des fonctions. 


C.R.,T. XL, p. 651 (26 mars 1855). 


$ I. — Formules générales. 


Soit 3 une quantité géométrique variable qui représente l'aflixe 
d'un point mobile P, et Z une fonction de z qui ne cesse d’être 
monodrome et monogène que dans le voisinage de certaines valeurs 


c, ce’, 0" 


de =, propres à représenter les affixes de certains points singuliers 
Geo "c", 


Concevons d’ailleurs que, dans le plan des aflixes, on joigne un cer- 
tain point P, dont l’affixe est z, à un autre point P, dont l’affixe est z,, 
par une courbe continue P, P, qui ne renferme aucun des points C, C’, 
C”, .... Enfin soit Z, la valeur ou l’une des valeurs de Z pour : — = 


,? 


et Z, ce que devient, dans le passage du point P, au point P,, la fonc- 
tion Z quand on l’assujettit à varier avec z par degrés insensibles. La 
différence 
Z,—2Z, 

sera nommée la variation intégrale de Z, correspondante à l'arc de 
courbe P,P, que décrit le point mobile P en passant de la posi- 
tion P, à la position P,. Si le point mobile revenait de la position P, 
à la position P,, ou, ce qui revient au même, s'il décrivait la même 
courbe en sens contraire, alors à l'arc P,P,, dont le point P, serait 
l'origine, correspondrait une variation intégrale de Z représentée 
non plus par la différence Z,— Z,, mais par la différence 


+ Z,=- (4, Z,). 
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Concevons maintenant que, la courbe P,P, étant une courbe 
fermée, et se réduisant au contour HIKL qui enveloppe, dans le 
plan des affixes, une certaine aire S, les points P,, P, coincident 
tous deux avec un certain point H de ce contour. La variation inté- 
grale de Z relative au contour HIKL sera évidemment nulle, si 
l'aire S ne renferme aucun point singulier. Dans le cas contraire, 
cette variation intégrale offrira généralement une valeur distincte de 
zéro qui pourra dépendre de la position H qu’occupera au moment 
du départ le point mobile P, de la valeur Z attribuée en ce moment 
à la fonction Z, et du sens dans lequel le point P se mouvra en tour- 
nant autour de l’aire S. Désignons par le symbole (S) la valeur que 
prendra cette variation intégrale, quand le point mobile P tournera 
autour de l'aire S avec un mouvement de rotation direct, en sorte 


qu'on ait 
(1) Lis 5 


Si l’on fait varier par degrés insensibles et d’une manière continue la 
position initiale H du point mobile P, par conséquent l’affixe =, du 
point H, et avec cette affixe la valeur Z, de Z, la valeur Z, variera 
elle-même d’une manière continue, et l’on pourra en dire autant de 
la valeur (S) qui, en vertu de la formule (1), variera encore par 
degrés insensibles, à moins qu’elle ne devienne invariable et ne se 
réduise à une constante fixe. 

Joignons maintenant le point H à un autre point K du contour HIKL 
par une ligne droite ou courbe HK qui partage l’aire S en deux par- 
ties S’, S”. La variation intégrale que subira la fonction Z, quand le 
point mobile P décrira la ligne KH, en partant de la position K, sera 
égale, au signe près, mais opposée de signe à celle que subira Z, 
quand le point P reviendra en K, en décrivant la même ligne dans un 
sens contraire; et par suite, la variation intégrale (S) que subira Z, 
quand le point mobile P décrira, en partant de la position H, le con- 
tour HIKL, sera la somme de deux variations analogues (S’), (S”) 
que subira Z, quand le point mobile P décrira successivement avec 
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un mouvement de rotation direct les deux contours 


HIKH, HKLH 


qui enveloppent le premier l'aire S’, le second l’aire S”, en sorte qu'on 
aura non seulement 


(2) S—S'+5S, 
mais encore 
(3) (S)=(S')+(S7). 


Observons d’ailleurs que, dans la variation intégrale (S”) réduite à la 
forme qu'indique l'équation (1), celle des valeurs particulières de Z 
qui sera précédée du signe — restera généralement distinete de la 
valeur Z, précédée de ce signe dans la variation intégrale (S) déter- 
minée par la formule (1) et dans la variation intégrale (S’). 

Concevons à présent que Z se réduise à une fonction toujours mono- 
drome et monogène de la variable z. Alors on aura constamment, et 
quel que soit le contour de l’aireS, 


Mais la variation intégrale (S) pourra cesser de s'évanouir, si à la fonc- 
tion Z on substitue son logarithme népérien représenté, quand il varie 
avec Z d’une manière continue, par la notation IZ. Admettons cette 
substitution. La variation intégrale (S) de la fonction 1Z, correspon- 
dante à un contour fermé qui enveloppera de toutes parts une cer- 
taine aire S, deviendra indépendante de la position initiale du point 
mobile que décrira ce contour avec un mouvement de rotation direct, 
et de la valeur attribuée, au premier instant, à 17, et dépendra uni- 
quement du nombre et de la nature des points singuliers C, C’, C”, 
situés à l'intérieur de l'aire S. C’est, en effet, ce que l’on démontrera 
sans peine à l’aide des considérations suivantes. 

Les aflixes c, c’, c”, ... des points singuliers C, GC’, C”, ... seront, 
dans le cas présent, les valeurs de :, pour lesquelles la fonction 1Z 
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deviendra infinie, par conséquent celles qui vérifieront l’une des for- 
mules 


(5) PE 
(6) 7 =0. 


Si l'aire S ne renferme aucun de ces points singuliers, la variation 
intégrale (S) sera nulle, et l’on aura encore 


(7) (8) = 0: 


Dans le cas contraire, (S) ne pourra être que la différence des deux 
valeurs de 1Z correspondantes à une même valeur de Z, par consé- 
quent un des logarithmes népériens de l'unité. On aura done 


(8) (S)—2rki, 


k désignant une quantité entière, positive ou négative. D'ailleurs, 
tandis que l’on fera varier, par degrés insensibles, la position ini- 
tiale H du point mobile P, par conséquent l’affixe z, du point H, et 
avec elle la valeur initiale IZ, de 1Z, la variation intégrale (S) devra 
ou se réduire à une constante fixe ou varier par degrés insensibles. 
On pourra donc en dire autant de la quantité entière désignée par #; 
et, puisqu'une quantité entière ne peut varier par degrés insensibles, 
k devra se réduire à une constante fixe indépendante de la position 
initiale du point P. De plus, comme deux valeurs de 1Z qui corres- 
pondent à une même valeur de Z se déduisent toujours l’une de 
l’autre par l'addition d’un terme constant, elles croîtront simultané- 
- ment de quantités égales, et par suite leurs variations intégrales 
seront les mêmes. Donc la valeur de (S), et par suite celle de #, sera 
encore indépendante de la valeur attribuée à 1Z, pour une position 
donnée du point H. Done, enfin, (S) dépendra uniquement de la 
forme générale attribuée à la fonction monodrome et monogène Z, 
et de la forme assignée au contour HIKL de l'aire S. 

Ce n’est pas tout : si l’on partage l’aire S en deux parties S’, S”, la 
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D 


variation intégrale (S) se trouvera, en vertu de la formule (3), par- 
tagée en deux variations correspondantes (S'), (S”); et comme on 
pourra, de la même manière, partager (S’) ou (S”) en deux parties, 
puis chacune de ces parties en variations nouvelles, et ainsi de suite 
indéfiniment, il est clair que le partage de l'aire S en éléments a, b, 
c, .…. entraînera le partage de la variation intégrale (S) en variations 
correspondantes. En d’autres termes, la formule 


(9) Die bLo+.:. 
entrainera la formule 
(10) (S)—(a)+(b)+(c)+..., 


les aires élémentaires étant choisies de telle sorte que jamais le con- 
tour de l’une d'elles ne passe par l’un des points singuliers C, C’, 
C”, .... D'ailleurs, ces aires peuvent devenir assez petites pour que 
chacune d'elles renferme un seul de ces points, ou n’en renferme 


aucun. Soient, dans cette hypothèse, s, s’, s”’, ... les aires élémen- 
taires qui renferment respectivement les points C, C/, C”, .... On 


verra s'évanouir, dans le second membre de la formule (10), les 
variations intégrales distinctes de (s), (s’'}), (s”), ..., et cette for- 
mule donnera simplement 


(11) (S)=(s)+(s)+(s") +... 


On pourra même, dans la formule (11), supposer les aires s, s’, s”, ... 
réduites à celles de très petits cercles qui auraient pour centres les 
points C, C’, C”, .... Or, cette supposition étant admise, et c étant 
l’affixe du point C, Z sera de la forme 


(12) Z=(3—c}'u, 


u étant une fonction de z qui, avec son logarithme népérien, restera 
monodrome et monogène dans l'intérieur de l'aire s, et À étant une 
quantité entière qui sera positive si c est racine de l’équation (5), 


26% COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


négative si c est racine de l'équation (6). D'ailleurs on tirera de la 
formule (12) 


(13) IZ=hl(z—c)+lu, 


et comme la variation intégrale de lu sera évidemment nulle, celle 
de 1Z se réduira au produit de l’exposant À par la variation intégrale 
de 1(3 — ce). Mais on aura | 


I(z—c)=1r + pi, 


r étant le module et p un argument de z —c; et comme la varia- 
tion intégrale de l'angle polaire p sera la circonférence 27, celle 
de 1(z —c) sera 271. On aura donc 


(14) (S)=2rhi. 


En nommant k' ou L”, ... ce que deviendra À quand on passera du 
point C au point C’ ou C”, ..., on obtiendra des formules semblables 
à l’équation (14), en vertu desquelles les valeurs de (s’), (s”), .…. 
seront précisément les produits 27h'1, 2xh"1, .... Cela posé, la for- 
mule (11) donnera 


(15) (S)=2r(h+h'+hk"+...)i, 
et de cette dernière comparée à la formule (8) on tirera 
(16) K=h+h+h" +... 


Si, pour tous les points renfermés dans l’aire $, la fonction Z est 
non seulement monodrome et monogène, mais encore finie, les 
racines c, c’, €”, ... appartiendront toutes à l’équation (5); par 
suite, les exposants 2, k', k", ... seront tous positifs; et comme 4 
désignera le nombre des racines égales à c, 4 le nombre des racines 
égales à c’, ..., la somme | 


h+<kh+k+...=k 


exprimera le nombre total des racines égales ou inégales de l’équa- 
tion (5), propres à représenter les affixes de points situés à l’inté- 
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rieur de l'aire S. D'ailleurs on tirera dé la formule (8) 


(17) : k= À) 


— A. 
271 


et 271 est précisément la variation intégrale de Iz correspondante à 


un mouvement direct de rotation du point mobile P autour d’un cercle 
qui aurait pour centre l'origine des affixes. En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 


Tuéorème 1. — Soit z l'afjixe variable d'un point mobile P ; soit encore 
Z une fonction de z qui reste monodrome, monogene et finie dans le voi- 
sinage de tout point situé à l’intérieur d’une certaine aire S ou sur le con- 
tour de celte aire, et qui ne s’évanouisse en aucun point de ce contour. 
Pour obtenir le nombre de celles des racines égales ou inégales de ‘équa- 
lion 

nt + 

qui seront les affixes de points situés à l’intérieur de l'aireS, il suffira de 
Jarre décrire au point mobile P : 1° le contour de l'aire S; 2° /a circon- 
férence d’un cercle qu aura pour centre l ‘origine des affixes; et de 
chercher le rapport des variations intégrales que subiront, dans le pre- 
mer cas, le logarithme IZ de la foncuon Z, dans le second cas le loga- 


rithme \z de la variable z. 


IL est bon d'observer que le théorème précédent continue de sub- 
sister quand on fait correspondre chaque variation intégrale, non 
plus à un mouvement de rotation direct, mais à un mouvement de 
rotation rétrograde du point mobile P autour de l'aire S ou du cerclé 
qui a pour centre l'origine des affixes. Ajoutons que, si, s étant la sur- 
face du cercle qui a pour centre l'origine, on désigne les deux varia- 
tions intégrales par les deux notations 


A1Z, A,lz, 


la formule (17) deviendra 
(18) k= =. 
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266 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


Lorsque la fonction Z devient infinie pour des points situés à l’inté- 
rieur de l’aire $, alors le premier théorème doit être évidemment rem- 
placé par la proposition suivante : 


Tuéorème I. — Soit 3 l'affixe variable d'un point mobile P; soit 
encore Z une fonction de z, qui reste monodrome et monogène, dans 
le vOISINA ge de tout point situé à l’intérieur d'une certaine aire S ou sur 
le contour de cette aire, et ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun 
point de ce contour. Si l’on fait mouvoir un point mobile : 1° sur le con- 
tour de l'aire S; 2° sur la circonférence d'un cercle qui ait pour centre 
l'origine des affixes, le rapport entre les variations intégrales que subi- 
ront, dans le premier cas le logarithme népérien 1Z de la Jonction Z, 
dans le second cas le logarithme népérien Îz de la variable =, sera la 
différence entre le nombre des racines de l'équation (5) et le nombre 
des racines de l'équation (6) quand on tiendra compte seulement de 
celles d’entre ces racines qui sont propres à représenter les affixes de 


points situes à l'intérieur de l'aire S. 


S Il. — Application des principes établis dans le premier paragraphe 


aux équations algébriques. 


Soient z une quantité géométrique, r le module de z et 
(1) Z=as+bs +... +gs+h 


une fonction entière de =, du degré ». Pour des valeurs croissantes 
de r, le rapport 


A 
(2) 0 +07 1+c2 +... + hs" 


[12 


= 
_ 


convergera vers la limite a, et ne pourra s'évanouir si l'on suppose 
r> R, R étant assez considérable pour que, dans le second membre 
de la formule (2), le module du premier terme surpasse, pour r > R, 
la somme des modules des termes suivants. Cette condition étant sup- 
posée remplie, nommons $ l'aire du cercle qui a pour rayon À, et 
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posons 


AIN 


Quand on fera décrire au point mobile P le contour de l'aire S, la 
variation intégrale du logarithme de w sera nulle, et celle du loga- 


rithme 
IZ=—nisz+lu 


se réduira au produit de x par la variation intégrale de 1. Done le 
rapport des variations intégrales des logarithmes IZ et 1z se réduira 
au nombre », et, en vertu du théorème I du $ I, » sera précisément le 
nombre des racines égales ou inégales de l'équation 


(3) | £Z=6 


Ainsi les principes établis dans le $ I fournissent une démonstra- 
tion très simple et très directe de la proposition fondamentale, sui- 
vant laquelle toute équation algébrique du degré n admet n racines 
algébriques ou géométriques, égales ou inégales. 

Ajoutons que, du théorème I ($ I), joint à la formule (3) de la 
page 225, on déduira immédiatement le théorème général que j'ai 
donné en 1831 sur le nombre des racines d’une équation qui satis- 
font à des conditions données, avec des théorèmes particuliers et 
relatifs aux racines réelles, établis par moi-même en 1813, ou par 
M. Sturm en 1829. 


991. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur lés variations intégrales 
des fonctions (suite ). 


C. R.,T. XL, p. 713 (2 avril 1855). 


Quelques-unes des formules établies dans le précédent article sont 
évidemment applicables, non seulement aux fonctions qui sont à la 
fois monodromes et monogènes, mais encore à celles qui sont mono- 
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dromes sans être monogènes. Telles sont, en particulier, les for- 
mules (10) et (11) de la page 263. En conséquence, on peut énoncer 
la proposition suivante : 


THéorèME. — Soi = / ‘affixe variable d'un point mobile; nommons Z 
une fonction de 3 qui reste monodrome dans le voisinage de tout point 
situé à l’intérieur d’une certaine aire S ou sur le contour de cette aire, el 
ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun point de ce contour. Soient 
d'ailleurs 

RE RARE 1 À 


ceux des points de l'aire S qui ont pour affixes des racines de l’une des 


équations 
(1) LEO; 
(23 em 4 À 


. el représentons par 


des éléments de l'aire S, dont chacun renferme un seul des points singu- 


liers 
6, CS UT, 


i 
4 
4 


Enfin soient 


(3) (S)—AIZ 


L 


la variation intégrale de IZ, dans le cas où le point mobile dont z est 


l’aflixe décrit le contour entier de l'aire S, et 
(s), (s'),_(s”), 


ce que devient (S), quand à l'aire S on substitue les aires s, $, S", .…. 
On aura 


(4) (S)=(s)+(s)+(s") +... 


On peut généralement, à l’aide de la formule (4), calculer avec 
facilité la variation intégrale (S) en réduisant les aires élémentaires 


(s), (s’), (s”), .. à celles de très petits cercles qui aient pour centres 
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les points C, C’, C”, .... Alors, si la fonction Z est monogène, et si le 
point mobile tourne autour de l'aire S avec un mouvement de rotation 


direct, on trouvera 
(5) (s)=2rhi, 
h étant le nombre des racines égales à ce, prises avec le signe + ou 
avec le signe —, suivant que ces racines appartiennent à l’équa- 
tion (1) ou à l'équation (2). Si l’on pose, pour abréger, 
(6) FAR 
c'est-à-dire si l'on représente par I la variation intégrale 
Al: 
correspondante à l'aire d’un très petit cercle dont le centre serait le 
pôle même, on aura simplement 
(7) | (s) = AI. 


Concevons maintenant que la fonction Z cesse d'être monogène, 
mais reste monodrome. L’équation (4) continuera de subsister: et 
l’on pourra encore déterminer les variations intégrales (s), (s’), 
(s”), ... en opérant comme on va le dire. 

Soit » le rayon du cercle infiniment petit qui a pour centre le 
point C. L’affixe variable = du point mobile, assujetti à parcourir la 
circonférence de ce cercle, sera de la forme 


3 —C + Po; 
et la valeur correspondante de Z sera de la forme 
(8) Er Rr, 


P étant une fonction de 5, qui, pour une valeur nulle de 2, vérifiera 
généralement une équation de la forme 


(9) | AP — A Am, 


h étant une quantité entière positive, nulle ou négative. Cela posé, on 
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tirera de l’équation (8) 

(10) (s) = AP, 
et, eu égard à la formule (9), 

(ur) (s) = AI. 


Si l’on suppose 
3—=x+ Yi, LS Æ + Fi, 


x, Y, X, F étant réels, et si d’ailleurs la fonction 
U=D,4D,F—D,#D,F7 
ne se réduit pas à zéro, on aura généralement 


(12) RETÉE 


le double signe devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant 


que U sera positif ou négatif. 


Nous montrerons, dans un prochain article, comment les principes 
que nous venons d'exposer peuvent être appliqués à la détermination 
du nombre des systèmes de valeurs de æ, y propres à vérifier deux 


équations simultanées 
A 0 F=o. 


998. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les variations intégrales 


des fonctions (suite). 


C. R., T. XL, p. 804 (9 avril 1855). 


J'ai, dans les précédentes séances, en considérant les variations 
intégrales des logarithmes des fonctions, établi divers théorèmes qui 
s'appliquent avec avantage à la résolution des équations algébriques 
ou transcendantes; mais à ces théorèmes on peut joindre encore un 
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grand nombre de propositions qui paraissent dignes d’être remar- 
quées. Je me borneraiï à en indiquer ici quelques-unes. 


TaéorÈème 1. — Soit 3 l’affixe d'un point mobile; soient encore u et + 
deux fonctions de =, dont chacune reste monodrome dans le voisinage 
de tout point situé à l’intérieur d'une certaine aire S, ou sur le contour 
de celte aire, et ne devienne ni nulle nt infinie pour aucun point de ce 


contour. Enfin désignons à l'aide de la notation 
AIZ 
la variation intégrale que subit le logarithme d'une fonction Z de z, 


tandis que le point mobile dont l'afjixe est z décrit, avec un mouvement 


direct, le contour entier de l'aire S. Si, en chaque point de ce contour, le 
a . 4 x , CRE 
rapport — 0 module inférieur n n 
pport — offre un ule inférieur à l'unité, on aura 
(1) Al(u+v)—Alu. 


Démonstration. — En effet, dans l'hypothèse admise, la différence 


- o 
A1 (: “ s 2) 
u 
entre le premier et le second membre de la formule (1) sera nulle, 
, . . 4 
attendu que l'argument principal de la somme 1 + — ne pourra de- 
[14 
venir égal à + 7. 


Corollaire. — Soient 


3 = rh 


et 3, une valeur particulière de 3. Posons d’ailleurs, pour abréger, 
= 271; On aura, en vertu de la formule (1), 


(2) IST RES À 


si, en chaque point du contour de l'aire S, le module r de z surpasse 
constamment le module r, de z,; et 


(3) Ab 50) — 0; 


si, en chaque point du contour de Faire S, le module r est constam- 
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ment inférieur au module r, de z,. Au reste, les formules (2) et (3) 


pourraient encore se déduire du théorème I de la page 265. 
On déduit immédiatement du théorème 1 la proposition suivante : 


TuéoRèME IL. — Soi : l’afiixe d’un point mobile. Nommons Z une 
fonction de z qui s’évanouisse pour = = c, et reste monodrome dans le 
voisinage de la valeur c attribuée à la variable 3. Soient d'ailleurs s l'aire 
el p le rayon d’un très petit cercle qui renferme le point C, dont l'affixe 


est c; calculons, pour 
SC + Ps, 


les valeurs des divers termes de la suite 
PARA LS A | 


el soil, parmi ces lermes, 
nm 
D: Z 


le premier de ceux qui ne s'évanouissent pas quand on pose 2 — 0. Enfin, 


representons par P la valeur du produit 
envi D; Z 


correspondante à une valeur nulle de o. St, en résolvant par rapport à la 


clef 


l ‘équation 


© = ei), 


(4) PES, 


qui sera généralement du degré 2n en w, on obtient pour valeurs de w 
des quantités géométriques dont les modules soient tous distincts de 
l'unité, on aura, en nommant m le nombre de ceux qui surpasseront 


l'unité, et (s) la variation uuégrale de 1Z correspondante au contour 
entier de l'aire s, 


(5) (s)=(n— m)l. 
Corollaire. — Si l'on a n = 1, et si d’ailleurs on pose 


= x + Yi Z= ZA + Fi, 
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m, y, X, F étant réels, on trouvera 
P=ei(D,Z cos +iD,Zsins) =w(D,Z—iD,Z) +D,Z +iD,Z. 
Donc alors l'équation (4), réduite à 


1, DeZ+iD,Z 
PESTE 


9 


offrira deux racines dont le module commun aura pour carré le 


module du rapport 


D.2+1D,Z D.T-—-D,YEND/TEDLF) 
D2-1D2 DE D,r-UDEe DT) 


et pour quatrième puissance le rapport 


(D:4—D,F}+(D,4+D,F} 
(DA +D,F}+(D,4—-D,F}) 


qui est inférieur ou supérieur à l'unité, suivant que la différence 
RANFLRETIFr 

est positive ou négative. Par suite on aura, en vertu de la formule (5), 

dans le premier cas, » — 0, 

(6) (s)=1; 

dans le second cas, m = 2, 


(7) (s)=— [I 


On sera donc ainsi ramené aux formules (11) et (12) de la page 270. 
On déduit encore aisément du théorème I la proposition suivante : 


 THÉORÈME IIT. — Sort 
(8) | f(2,3) 
une fonction des deux variables Z, :, qui reste, par rapport à chacune 


d'elles, non seulement monodrome, mais aussi monogène dans le voisi- 


nage des valeurs particulières et finies 


Se; 226) 
OEuvres de C. — S.1, t. XII, 39 
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simulianément attribuées à-ces variables. Supposons d’ailleurs que, pour 
ces mêmes valeurs, on ait 


(9)  Dzf(Z, 5) =K, 


K désignant une constante finie. Si cette constante n'est pas nulle, alors, 
pour des valeurs infiniment petites de 3 — c, l'équation 


(10) f(Z,3)—f(C,c)=o 


fournira une valeur de Z très voisine de C, qui sera une fonction mono- 


drome et monogène de la variable z. 
Démonstration. — Posons 
u—=f(Z,:) —f(C,s), o—=f(C,z)—f(C,c), 
ce qui permet de présenter l'équation (ro) sous la forme 
LEP 


En considérant la différence 3 — c comme une quantité infiniment 
petite du premier ordre, on obtiendra pour e une autre quantité infi- 
niment petite dont l’ordre sera un nombre entier. Soit x cet ordre; 


tandis que 3 — c convergera vers zéro, le rapport = COnvergera 


re 
(z — c) 
vers une limite finie # distincte de zéro, et si l’on pose, pour abréger, 


3 — C— PS Z—C—R,, 
[4 u 
ee Co ANDRE AT : in 
alors, pour des valeurs infiniment petites des différences 


3—0C, Z—C, 


« se réduira sensiblement au module de # et 8 au module de X; par 


LA [9 La LA « e 
conséquent le module de = se réduira à un produit de la forme 


(15) es 


0 étant une constante positive sensiblement égale au module x du 
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k 14 e L) * 
rapport + Cela posé, concevons que l’on attribue à z une valeur très 


voisine de c, par conséquent une valeur à laquelle corresponde une 
très petite valeur du module p, et qu’en prenant pour centre le point 
dont l’affixe est C on décrive autour de ce point un très petit cercle 
dont le rayon À soit au produit xp" dans un rapport supérieur à 


l'unité, par exemple dans le rapport de 2 à 1; enfin nommonss l'aire 
de ce même cercle. Pour de très petites valeurs de p, le rapport (11), 


PT TR ele les CURE 2 RATE 


c'est-à-dire le module de _ sera sensiblement égal au rapport 


il sera donc inférieur à l'unité, et par suite, en supposant les varia- 
tions intégrales relatives au contour de l’aire s, on aura (théorème 1) 


RP UE P9 ee TN td ne VE A 


(12) Al(u+ve)—Alu. 
Mais, d'autre part, la valeur de w étant 
u=(Z — CR; 


et le module & étant sensiblement égal au module de Æ qui, par 
hypothèse, diffère de zéro, on aura 


de on Gi bete fi aiéeion trié": déae nie ed téué nd Sd à éd 


| 


ARE — 0, 


bd aie 5 


CRE de de à 


Alu—AIi(Z—C)=I. 
Donc la formule (12) donnera 
(13) Al(u+ve)=1I, 
ou, ce qui revient au même, 
Gare AÏLF(Z, 3) —f(C, ce] = I. 


4 Done, eu égard au théorème I de la page 265, l'équation (10), résolue 
; par rapport à Z, offrira, pour une valeur infiniment petite de 3 — ce, 
une racine très voisine de C, et n’en offrira qu'une de cette espèce. 
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De plus, en vertu de la formule 
(15) Raw", 


R sera infiniment petit en même temps que p; pareillement, si 3, z, 
sont très voisins de c, et Z, Z, de C, Z, — Z sera infiniment petit en 
même temps que 3, — 3. Donc la racine Z de l’équation (ro) sera, 
dans le voisinage de z —c, une fonction monodrome de :. Enfin, 
f(Z, =) étant par hypothèse une fonction non seulement monodrome, 


mais aussi monogène des variables z, Z, et la dérivée D,f(Z, z) se. 


réduisant, pour les valeurs z — c, Z = C de ces variables, à une con- 
stante finie X différente de zéro, la valeur de D,Z, tirée de la for- 
mule (10), savoir 
D,f(7, 3 

(16) | D:7-55 ns 

D; 1(Z, 2) 
sera elle-même, quand z différera très peu de c, et Z de C, une fonc- 
tion monodrome de z. Donc, en définitive, et sous les conditions 
énoncées dans le théorème III, l'équation (10) fournira une valeur 
de Z, très voisine de C, qui sera une fonction monodrome et mono- 


gene de la variable 3. 
Corollaire. — Si les valeurs particulières c, C, attribuées aux 
variables z, Z, vérifient l’équation 
1(2, 5) 0, 
la formule (10) sera réduite à cette équation même. Cela posé, le 
théorème 1 entraine évidemment la proposition suivante : 


TuéorÈme IV. — Si f(Z, 3) est une fonction toujours monodrome et 


monogène des variables 3, Z, la valeur de Z tirée de l'équation 
(17) F(Z, 3) — 0, 


el correspondante à une valeur de z, qui, en demeurant finie, varterait 


par degrés insensibles, ne pourra cesser d’être une fonction monodrome 
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et monogène de 3 qu'au moment où se vérifiera l’une des conditions 


(18) Z= =) 
(19) D,f(7Z,3)=0, 
(20) D,f(Z,5) == 


Alors aussi la valeur de z, tirée de l'équation (17), et correspondante à 
une valeur de Z qui, en demeurant finie, varierait par degrés insensibles, 
ne pourra cesser d’être une fonction monodrome et monogene de Z Fe ‘au 


moment où se vérifiera l’une des conditions 


(21) 3 — pe, 
(22) D,f(Z;3:)=0 
L 
(23) D:f(Z,:)= 2 
Corollaire. — Lorsqu'une fonction Z de z se réduit pour : — c à 


une constante finie C, et reste monodrome et monogène pour des 
valeurs de z voisines de c, elle est, pour ces mêmes valeurs, dévelop- 
pable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de 3 — c, en sorte qu’on a 


Ou, ce qui revient au même, 
(25) Z—C—a(zs—-c)—b(3—c)}—...—0. 


Or, si l’on réduit la fonction f(Z,3) au premier membre de la for- 
mule (5), alors des conditions (21), (22), (23) la seconde sera la 
seule que l’on puisse vérifier en posant 3 — c, Z = C, et même, pour 
qu'elle se vérifie alors, il sera nécessaire que la constante a s'éva- 
_nouisse, ou, en d’autres termes, que, z — c étant une quantité infi- 
niment petite du premier ordre, Z — € soit une quantité infiniment 
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19 


petite d’un ordre supérieur. Cela posé, le théorème IT entrainera 
évidemment la proposition suivante : 


THÉORÈME V. — St une fonction Z de 3 se réduit pour 3 — c à une con- 
stante finie C, et reste monodrome et monogène pour des valeurs de = 
voisines de ©, réciproquement z considéré comme fonction de Z, et assu- 
Jet à prendre pour Z = C la valeur finie c, sera, pour des valeurs de Z 
voisines de c, monodrome et monogène, pourvu que, 3 — C élant un infi- 
niment petit du premier ordre, Z — C soit encore un infiniment petit de 


cet ordre. 


Lorsque dans l'équation (24) la constante finie C diffère de zéro, 
on peut développer en série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de 3 — c, non seulement la fonction Z, mais aussi 


la fonction 7 et par suite l'intégrale 


‘ds 
24 


[a 
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 


Taéorème VI. — Lorsqu'une fonction Z de z se réduit pour 3: — c à 
une constante finie distincte de zéro, et reste monodrome et monogène 


pour des valeurs de z voisines de c, l'intégrale 


°d 
1 
29 


(26) 7 


c 


est elle-même, pour des valeurs de z voisines de c, une fonction mono- 


drome et monogène de 3. 


Supposons maintenant la variable z liée à la variable z par une 
équation de la forme 


(27) Des — Z, 


Z étant une fonction implicite de 3 déterminée par la formule (17). 
Si, + étant une valeur particulière et finie de #, on nomme c la valeur 


PRE TP 


BERNIE 
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correspondante de l'intégrale de l’équation (27), on aura 


HET 
e dé ic 


Cela posé, on déduira immédiatement des théorèmes IV et VI la pro- 
position suivante : | 


TuéorèME VIL.. — Si, f (Z, =) étant une fonction toujours monodrome 
el monogène des variables z, Z, on suppose Z lié à z par la formule 


(17) f(Z,3) = 0, 
l'intégrale z de l'équation différentielle 
(27) Dis=Z 


ne pourra cesser d'être une fonction monodrome et monogéne de t qu'au 
moment où l’on aura 


(28) 3= 2, 


ou bien encore au moment où, des deux fonctions 
(29) Z, D:f(7,3), 
l’une acquerra soit une valeur nulle, soit une valeur infinie. 


Corollaire I. — Si f(Z,z) est une fonction entière de = et de Z, 
alors, en nommant » le degré de la plus haute puissance de + dans 
f(Z,z), on aura 


(30) Î(Z,5)= PZm+ QZm-1+.,.+ UZ1+ VZ + W, 


P,Q,..., U, V, W étant des fonctions entières de la seule variable z. 
Alors aussi la dérivée D, f(Z, 3) étant elle-même une fonction entière 
des variables 4, Z ne pourra devenir infinie que pour des valeurs 
infinies de ces variables ou de l’une d’entre elles: enfin la valeur de Z 
fournie par l’équation 

f(Z,3)=0 


ne pourra devenir infinie, si « reste finie, qu’au moment où le coefti- 
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cient P s’évanouira; et, quand Z sera nul, on aura nécessairement 
W — o. Donc alors l'intégrale Z de l'équation (27) ne pourra cesser 
d’être une fonction monodrome et monogène de £ qu'au moment où 
cette intégrale vérifiera l’une des trois conditions 


(28) Re) 

O 
(31) P Ko; 
(32) W==0, 


ou bien encore la condition fournie par le système des deux équations 
(33) HEADER D, f(7,z) =. 


Remarquons d’ailleurs que le cas où le premier membre f(Z, =) de 
l'équation (17) serait une fonction rationnelle des variables Z, peut 
toujours être ramené au cas où ce premier membre est une fonction 
entière, puisqu'on peut toujours passer du second cas au premier en 


faisant disparaître les dénominateurs. 


Corollaire II. — Lorsque le coefficient P est indépendant de la 
variable 3, on peut le supposer réduit à l’unité, et il n’est plus pos- 
sible de satisfaire à la formule (31); il en serait encore de même si 
les coefticients 

eee és ed 
étaient tous divisibles algébriquement par P. Dans le cas contraire, 
Z deviendra infini pour des valeurs finies de z pour lesquelles on aura 
P — o. Soit c l’une de ces valeurs. Quand 3 — c deviendra infiniment 
petit, Z devenu infiniment grand se réduira au produit d’un facteur 
fini, mais distinct de zéro, par une expression de la forme 


(= LTE: cb, 
l’exposant 1. étant négatif. Donc cet exposant ne sera point de l’une 


des formes 


I 
Écrire. Jane D Pen r0b 
ñn / 


qu'il devrait revêtir (2 étant entier), pour que la fonction 3 de 4 ne 
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cessàt pas d’être monodrome et monogène. Done, si l'intégrale 3 de 
l'équation (27) ne cesse jamais d’être monodrome et monogène, le 
coefficient P de Z”* dans l'équation (17) pourra être supposé réduit à 
l'unité, et cette équation même a la forme 


(34) Z"+QZm1+,..+UZ+VZ+W=o, 


Qui V, W étant des fonctions entières de z. 

Il reste à joindre aux formules (28), (32), (33) les conditions qui 
expriment que l'intégrale z de l'équation (27) ne cesse pas d’être une 
fonction monodrome et monogène de {, quand on attribue à £ une 
valeur finie voisine de l’une de celles pour lesquelles se vérifie ou 
lune des formules (28), (32), ou le système des équations (33). 
C’est ce que nous ferons dans un prochain article. 


299. 


ANALYSE ALGÉBRIQUE. — Sur la transformation des fonctions implicites en 
fonctions monodromes et monogenes, el sur les développements de ces 


fonctions en séries con vergentes. 


C. R., T. XL, p. 878 (16 avril 1855). 


La formule de Lagrange permet de développer sous certaines con- 
ditions une fonction implicite d’une variable en une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de cette variable. Mais elle sup- 
pose que la valeur de la fonction, correspondante à une valeur nulle 
de la variable, est la racine simple d’une équation linéaire. Quand, au 
contraire, cette valeur est une racine multiple d’une équation algé- 
brique ou transcendante, la formule de Lagrange cesse d’être appli- 
cable. Toutefois on peut souvent, dans ce cas là même, développer 
encore la fonction en une série convergente, en suivant la méthode 


que M. Puiseux a exposée dans ses recherches sur les fonctions algé- 
OEuvres de C. — S.1,t.XII, 36 
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briques, et qui l'ont conduit à un théorème digne d'être remarqué. 
D'après ce beau théorème, st, en égalant à zéro une fonction mono- 
drome et monogène de z et Z, on obtient une équation qui, résolue par 
rapport à Z, offre, pour une certaine valeur c de z, n racines égales 
entre elles, chacune de ces racines pourra être développée suivant les puis- 
sances ascendantes d'une nouvelle variable dont une puissance entière 
sera précisément égale à 3 — c. La méthode suivie par M. Puiseux 
fournit successivement les divers termes dont se composent les déve- 
loppements des racines, et embrasse, en raison de cette circonstance 
même, une série d'opérations dont le système, soumis à une discus- 
sion lumineuse, amène définitivement le théorème ci-dessus énoncé. 
Mais la grande utilité de ce théorème et les nombreuses applications 
qu'on en peut faire étaient un motif de désirer qu'on pût en donner 
une démonstration rapide et simple. D'autre part, toute fonction 
d'une variable indépendante qui reste monodrome, monogène et 
finie, quand on attribue à la variable un module inférieur à une 
certaine limite, est alors développable en une série convergente, 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variable; et, réci- 
proquement, la somme d’une série de ce genre est monodrome et 
monogène tant qu’elle demeure convergente. Donc, pour démontrer 
le théorème de M. Puiseux, il suffit d'établir, comme je vais le faire 


ici, la proposition suivante : 

TuéorÈme. — Soi f(Z, :) une fonction qui s'évanouisse quand on 
attribue aux variables 3, Z les valeurs particulières c, C, et qui, pour des 
valeurs voisines, demeure monodrome et monogène. A celles des racines 
égales de l'équation 
(1) HA Ce ee 
qui ont pour valeur commune la constante C, correspondront des racines 
de l'équation 


(2) : ne f(Z, 3) —0, 


qui, pour une valeur infiniment petite de 3 — c, offriront des valeurs 
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de Z trés voisines de C. Nommons Z, l’une de ces racines, et Z,, Z,,..., 7, 
celles qui lui sont associées comme termes d'une méme substitution circu- 
laire du degré n, en sorte que l'accroissement 27 attribué à l'argument 
de la variable s transforme Z, en Z,, Z, en Z,, ..., Z,_, en Z,, et Z, 


en Z,. Si l'on pose 
(3 ) 3—c—=u, 


chacune des racines 


sera une fonction monodrome et monogène de la variable u, dans le voi- 


sinage d'une valeur nulle de cette variable. - 


Démonstration. — Chacune des racines 
Z, VAS Zs SANTE Li 


étant une fonction monodrome et monogène de 3, et à plus forte 
raison de 4, dans le voisinage de toute valeur de z très voisine de ec, 
mais distincte de c, par conséquent dans le voisinage d'une valeur 
de u très voisine de zéro, mais distincte de zéro, il reste seulement à 
montrer que ces racines sont encore des fonctions monodromes et 
monogènes de « dans le voisinage d’une valeur nulle de w; et, pour 
le prouver, il suffit de faire voir que chacune d’elles ct sa dérivée 
relative à z reprennent leurs valeurs primitives, quand l'argument p 
de «w croit de la circonférence 27. Or effectivement, en vertu de la 
formule (3), si l’on fait croître x fois de suite l'argument p de la 
quantité 


l'accroissement correspondant de 3 — c sera chaque fois égal à 27; 
done la racine Z, sera successivement remplacée par Z,, puis par 
Z3, ..., puis par Z,, puis elle reprendra sa valeur primitive, quand 


l'accroissement définitif et total de p sera le produit de 2 par », 


c'est-à-dire 27. Ajoutons qu'on pourra en dire autant de la dérivée 
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de Z,, attendu que la dérivée de Z est généralement liée aux variables 
z, Z par la formule 


(4) D,Z=- 


dans laquelle le dénominateur D,f(Z,z:) diffère de zéro quand on 
attribue à z—c et à Z — C, non plus des valeurs nulles, mais des 
valeurs infiniment petites. : 

Si, 3 — c étant considéré comme infiniment petit du premier ordre, 
Z — Cest un infiniment petit de l’ordre fractionnaire | 


m étant premier à /, le nombre x sera évidemment égal à »2 ou à un 


multiple de 7». 

A cette remarque on peut joindre encore la suivante : 

Si N représente le nombre des racines de l'équation (2) qui, asso- 
ciées les unes aux autres dans une ou plusieurs substitutions cireu- 
laires, se réduisent à C pour z —c, on pourra toujours réduire ces 
N racines à des fonctions d’une nouvelle variable #, qui, pour de très 
petites valeurs de w, restent monodromes et monogènes: et, pour Y 


parvenir, il suflira de poser 
(5) s—c—u",. 


en prenant pour » le produit des entiers inférieurs à N qui seront ou 
des nombres premiers ou des puissances de nombres premiers. 

Je montrerai, dans un prochain article, comment, en s'appuyant sur 
les considérations précédentes, on peut résoudre la question posée à 
la fin du précédent Mémoire (page 281). 


= 


it 


TS TR D 
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ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les compteurs logarithmiques. 


C. R., T. XL, p. 1009 (30 avril 1855). 


Tandis que les logarithmes réels des nombres permettent de sim- 
plifier notablement les calculs numériques, on peut, dans la haute 
Analyse, tirer un parti avantageux des logarithmes imaginaires ; et 
pour déterminer, dans une équation algébrique ou même transcen- 
dante, le nombre des racines réelles où imaginaires qui satisfont à 
certaines conditions, il est très utile de recourir à ce que j'appellerai 
les compteurs logarithmiques. Je me propose ici d'en donner une idée 
en peu de mots. 

Soient 


(1) = z+ Yi 


s 


l’affixe d’un point mobile P; 3’, =” deux valeurs particulières de z, 
qui représentent les affixes des extrémités M et N d'une certaine 


ligne droite ou courbe MN décrite par ce point mobile, et s l'arc 


mesuré sur cette ligne dans le sens du mouvement, à partir d’une 
origine fixe A; soient enfin s’, s’ les valeurs de s correspondantes aux 
points M et N. Tandis que l’affixe = du point mobile P et les coordon- 
nées rectangulaires æ, y liées à z par l'équation (1) varieront, avec 
l’arc s, par degrés insensibles, le logarithme népérien Îs variera lui- 
même, et ne pourra changer brusquement de valeur qu'à une époque 
où l’argument principal de s, ayant atteint l’une de ses deux limites + 
ou — 7, passera de l’une à l’autre; par conséquent, à une époque où, 


æ étant négatif, le rapport F changera de signe en passant par l'in- 


3 = ’ : 4 ’ 4 T . 
fini. Cela posé, en considérant le rapport = comme fonction de s, 


v 


nommons Æ la somme des indices de ce rapport correspondants à des 
valeurs négatives de +, et indiquons, à l’aide de la lettre caractéris- 
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tique À, placée devant les logarithmes népériens 
ls et 13, 


dont le second varie avec + par degrés insensibles, les variations inté- 
grales qu'acquièrent ces logarithmes, tandis que le point mobile P 
décrit la ligne MN. La variation logarithmique Alz sera évidemment 
liée à la variation 


(a: Als=13"— 13 
par la formule 

(3) Al:—4l5+ KE, 
la valeur de F'étant 

(&)' Fes sn L 


De plus, comme, en désignant par e un facteur constant, on aura 
généralement 


(5) Al(cs) —AÏ;, 
si dans la formule (3) on remplace 3 par — z, on trouvera 
(6) Alz—Al(—3)+K1E, 


en . . Tr < 
K, étant la somme des indices du rapport : correspondants à des 


valeurs positives de æ; puis on tirera des formules (3) et (6) 


(:) PAR en. os D EN (:} 
- 3 2 Ÿ. 
la notation 
 Ê +7 1 (:) 
ss" Y 


) É dpriiifens x FR mer 
exprimant l'indice intégral de : entre les limites s — 5’, s — 5”, c’est- 


“ 4 . . . & À 
à-dire la somme des indices du rapport : correspondants aux divers 


AT de An di 
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points où la ligne MN rencontre l'axe des æ. D'autre part, comme, en 
désignant par a, b deux quantités algébriques et supposant 


(8) : c=a+ bi, 


on aura - 
cs —=axz—by+(ay+bx)i, 


on tirera encore des formules (5) et (7) 


(9) 


= >) 
+ Le AE 
2 ay + ba 
puis on en conclura, en posant c —i, 

ir AUS) AIG Fo 
ve nd ant 2 rs (2) 


Des formules (7) et (10), comparées l’une à l’autre, on déduit immé- 
diatement l'équation 


vu 


si) # (5)- 4 (= TEE ee 


x il 
PET, ser 


dont le second membre dépend uniquement des aflixes z’, 3” des 
points M, N et conserve la même valeur, quelle que soit la nature 
de la ligne droite ou courbe décrite par le point mobile P. Le pre- 
mier membre doit donc être lui-même indépendant de la nature de 


, Fe à à 4 za 
cette ligne. En effet, si l’on désigne par & ou le rapport — ou une 
J' 


fonction réelle quelconque de l’are s, assujettie à varier avec cet are, 
tant qu'elle ne devient pas infinie, par degrés insensibles, et si l'on 
nomme w', uw” les valeurs de w correspondantes aux valeurs s’, s” de s, 
on aura généralement 


n.. OR TE 


de sorte qu'entre les limites s — s’, s — s” l'indice intégral de «, joint 
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à celui de _ donnera pour somme zéro, si w', u” sont des quantités 
de même signe, et — 1 ou +1 dans le cas contraire, savoir : +1 si, 
u' étant négatif, w” est positif; — 1 si, w’ étant positif, w” est négatif. 

Ajoutons que, si U, V désignent deux fonctions entières de s, et W 
le reste qu'on obtient en divisant algébriquement U par V, on aura 


évidemment 
FER U s=s W 
re J (5)= J (5) 
Soit maintenant 
(14) Per ch I 


une fonction de z qui demeure monodrome dans le voisinage d’un 
point quelconque de la ligne MN décrite par le point mobile P. On 
tirera de la formule (7), en y remplaçant = par Z, 


(15) Aj7=41Z+Al(—2). 1 4 (>): 


2 2 
Si la ligne MN se transforme en un polygone ou en une courbe fermée 
qui serve de contour à une certaine aire $, alors, le point N se con- 


fondant avec le point M, les variations intégrales A1Z, AI(— Z) s'éva- 
nouiront, et l'équation (15) donnera 


s AIZ Li F. $ 
. + 7} 


Enfin, si la fonction Z de z est non seulement monodrome, mais aussi 
monogène dans le voisinage d’un point quelconque de l'aire S ou de 
son contour MN, et si d’ailleurs, en décrivant ce contour, le point 
mobile P tourne autour de l'aire S avec un mouvement de rotation 
direct, chacun des membres de l'équation (16) représentera la diffé- 
rence qu'on obtient quand, après avoir déterminé, pour chacune des 
deux équations 


(17) Le - 
{18) 7% — 0; 
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le nombre des racines propres à exprimer les affixes de points ren- 
fermés dans l'aire S, on retranche du nombre de celles qui appar- 
tiennent à la première équation le nombre de celles qui appartiennent 
à la seconde. 

Il est bon d'observer que, dans l'équation (16), I représente la 
variation intégrale Alz correspondante au contour d’une aire qui 
renfermerait le pôle. En conséquence, si l’on nomme (S) la valeur 
commune des deux membres de l'équation (16), on aura non seu- 


lement 
AIT DOTE 
mais encore 
AIZ 
20 À à Dre tee. 
(20) + 60 FFE 


les variations intégrales A1Z, AÏz étant relatives, l’une au contour 


de l'aire S, l’autre au contour d’une aire qui renfermerait le pôle. 


Ajoutons que la formule (20) continuera de subsister si les mouve- 
ments de deux points mobiles assujettis à décrire les deux contours 
dont il s’agit, au lieu d’être l’un et l’autre directs, sont tous deux 
rétrogrades. 

Dans le cas où la fonction Z reste monodrome, monogène et finie 
en chaque point de l'aire S, la quantité (S) déterminée par la for- 
mule (19) ou (20) est précisément le nombre de celles des racines 
de l'équation (17) qui sont propres à représenter les aflixes de points 
renfermés dans l'aire S. Pour ce motif, nous désignerons la quan- 
tité (S) sous le nom de compteur logarithmique. Cela posé, on pourra 
énoncer les deux propositions suivantes : 


TaéorèmE [. — Lorsque la fonction de z, représentée par Z, reste mono- 
drome, monogène et finie, dans le voisinage d'un point quelconque de 
l'aire S, le compteur logarithmique (S), déterminé par l'équation (19) 

OEuvres de C. — S.1,t.XII. 37 
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ou (20), exprime le nombre de celles des racines de l'équation 


FT 


qui sont les affixes de points renfermés dans l'aireS. 


Taéorème Il. — Lorsque la fonction de =, représentée par Z, reste 
monodrome et monogène dans le voisinage d'un point quelconque de 
l'aire S, le compteur logarithmique, déterminé par l'équation (19) ou 
(20), est la différence des deux nombres qu'on obtient en cherchant com- 
bien de racines, représentées par des afjixes de points renfermes dans 
l'aire S, appartiennent d'une part à l'équation Z = 0, d'autre part à 


l'équation 0. 


L 
7= 

Ajoutons que, si la fonction Z se décompose en deux facteurs U, V, 
dont le second ne devienne jamais nul ni infini en aucun point du 
contour de l’aire S, on pourra, dans la recherche du compteur loga- 
rithmique, substituer la fonction U à la fonction Z. 

Ajoutons encore que, si, le contour de l’aire S étant composé de di- 
verses parties, les parties correspondantes de la variation intégrale Az 
sont deux à deux égales au signe près, mais affectées de signes con- 
traires, le compteur logarithmique (S) se réduira simplement à zéro. 

De la première remarque, jointe au premier théorème, on conclut 
immédiatement (voir la page 267) que toute équation algébrique du 
degré n admet n racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales. 

De la seconde remarque jointe au second théorème, on déduit 
immédiatement une proposition établie par M. Liouville, qui est rela- 
tive aux fonctions doublement périodiques, et que l’on peut énoncer 
comme il suit : 

Tuéorème IE. — Soient : l'affixe d'un point mobile, et x, y deux 
coordonnées rectangulaires ou obliques mesurées sur deux axes qui, pas- 


sant par le pôle, forment avec l'axe polaire les angles © et y, en sorte 


qu'on ail 


(21) 3=IgL +ly}Ye 


# 
4 
14 
ei. 
£. 
4 
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Soit, de plus, Z une fonction monodrome et monogène de z, qui ne varie 
pas quand on attribue à la variable x l'accroissement a, ou à la variable y 
l'accroissement b. Si l'on nomme S l'aire d'un parallélogramme dont les 
côtés, représentés par a et b, soient respectivement parallèles aux axes 
des æ et des y, et ne renferment aucun point dont l'affixe soit racine de 
l’une des équations 


#0: 9; 


I 
Z 
le nombre des points pour lesquels se vérifiera la première équation, sera, 
dans l’intérieur du parallélogramme, égal au nombre des points pour 


lesquels se vérifiera la seconde. 


Je joindrai ici une dernière observation. Si Z est une fonction 
entière de : du degré 7, on pourra, en opérant comme je lai fait 
dans le Mémoire de 1831, déduire de la formule (19), jointe aux 
équations (12) et (13), le nombre #2 des racines de l'équation Z—o 
correspondantes à des points renfermés dans l'aire S, lorsque le con- 
tour de cette aire se transformera en un polygone rectiligne ou curvi- 
ligne dont chaque côté sera ou une ligne droite ou un are de cercle. 
Toutefois, si l’on suit la marche indiquée dans le Mémoire cité, alors, 
dans chacune des fractions rationnelles dont les indices serviront à 
déterminer le nombre », les deux termes, réduits à des fonctions 
entières d’une seule variable, seront généralement du degré » quand 
il s'agira d’un côté rectiligne du polygone, et du degré 27 quand un 
côté se transformera en un are de cercle. Les principes ci-dessus 
exposés permettent de réduire, dans le second cas, le degré 27 au 
degré n. Pour montrer comment cette réduction s'opère, concevons 
que, Z étant une fonction entière de z du degré », on demande le 
nombre »# de celles des racines de l'équation Z—o qui corres- 
pondent à des points situés dans l’intérieur du cercle qui a pour 
rayon le module r, et pour centre le point dont l’aflixe est c. Pour 
chacun des points situés sur la circonférence de ce cercle, l’aflixe 3 


sera de la forme 
S=CH+r,=C+ rer", 
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et, en posant 
t=tang?, 
on aura 
HE 1+ ti 
a» GARE AN CP 
Cela posé, si l’on prend 
(23) T=h-u)"£, 


T sera évidemment une fonction entière de : du degré n. D'ailleurs 
on pourra aux limites — 7x, +7 de la variable p faire correspondre 
les limites — +, ++ de la variable 4; par conséquent l'équation (19) 
jointe à l’équation (23) donnera 


APT. 4: nà (re 619 
I 2 


(24) m — 


chaque variation intégrale s'étendant à toutes les valeurs de { com- 
prises entre les limites {= — x, 1 —. Mais on aura entre ces 
limites 

Al(1—ti) —Al(1—ti)==mi=—-. 


D | ri 


Donc la formule (24) donnera 


n AIT 
(25) Li Rs à + je; Fées 
Si maintenant on pose 
(26) T=U+ Vi, 


U, V étant deux quantités algébriques, on tirera de la formule (25), 
jointe à l'équation (15), 


Lab AU PS4 AM D Lo El 
ep peine 14 (9) 


t=— 


etil est clair que, dans l'équation (27), U, V seront, ainsi que 7, des 
fonctions de £ entières et du degré z. 


PR PE EN TRE RES à DER A MT SOS ET NS DUREE 


‘à 
à 
À 


2 
; 
; 
k 
4 
À 
4 
4 
: 
; 
| 
3 
a 
A 
Ê 
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61. 


ANALYSE ALGÉBRIQUE. — Sur le dénombrement des racines qui, dans une 
équation algébrique ou transcendante, satisfont à des conditions 


donnees. 
C.R., T. XL, p. 1329 (25 juin 1855). 


Comme je l’ai remarqué dans de précédents Mémoires, les diverses 
racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique ou trans- 
cendante peuvent être censées représenter les aflixes de points situés 
dans un certain plan, et le nombre de celles qui correspondent à des 
points compris dans un contour donné est exprimé par le compteur 
logarithmique. D'ailleurs, ce compteur peut être déterminé à l'aide 
des indices des fonctions, et par conséquent le dénombrement des 
racines qui satisfont à des conditions données peut être réduit à la 
détermination de ces indices. Effectivement, le calcul des indices 
fournit un moyen simple d'aborder, pour une équation algébrique, 
les deux problèmes que j'ai résolus en 1813 et en 1831 (‘), savoir : 
le dénombrement des racines positives, des racines négatives et des 
racines réelles ou imaginaires qui représentent les aflixes de points 
renfermés dans un contour limité par des droites ou des arcs de 
cercle. 

D'autre part, l'indice intégral d’une fraction rationnelle entre des 
limites données peut se déduire, ou de la considération des poly- 
nômes que fournit la recherche du plus grand commun diviseur 
algébrique entre les deux termes de la fraction et des propriétés 
que possèdent ces polynômes, spécialement de celles que M. Sturm 
a signalées le premier et appliquées au dénombrement des racines 
réelles, ou, comme l’a fait M. Hermite dans un Mémoire (?) qui m'a 


(1) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. XV. 

(2) Dans ce beau Mémoire, M. Hermite déterminait aussi le nombre des systèmes de 
valeurs réelles de x et de y qui, étant comprises entre des limites données, vérifient 
deux équations algébriques en x ei y. 
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toujours paru digne d’être remarqué, de la considération de certaines 
équations d'une forme particulière et dont toutes les racines sont 
réelles. 

La méthode suivie par M. Hermite, et appliquée par lui-même au 
dénombrement des racines réelles, évite les divisions. A la vérité, les 
résultats immédiatement fournis par elle diffèrent au premier abord 
des résultats plus simples que fournit la méthode de M. Sturm, 
quand, avec M. Sylvester, on débarrasse chaque polynôme du divi- 
seur constant introduit par la division algébrique. Mais on peut 
revenir des uns aux autres, et un artifice de calcul dont la simplicité 
a frappé M. Hermite, auquel je le communiquais, peut être utilement 
mis en œuvre pour cette transition que M. Hermite m'a dit avoir 
effectuée de son côté. D'ailleurs les principes sur lesquels s’appuie la 
nouvelle méthode se déduisent avec facilité de plusieurs théorèmes 
déjà connus; on pourrait dire qu’elle consiste dans l'emploi de théo- 
rèemes nouveaux qui sont des conséquences directes des premiers. 
J'ai cru qu'il ne serait pas sans intérêt d’énoncer avec précision ces 
divers théorèmes, d’en simplifier, autant que possible, les démon- 
strations, enfin d'appeler l'attention des géomètres sur les rapports 
qui existent entre eux, sur l’extension qu’on peut leur donner, sur 
les nombreuses applications auxquelles ils se prêtent. Tel est l’objet 
spécial du Mémoire que j'ai l'honneur de présenter à l'Académie. Je 
me bornerai pour l’instant à le résumer en peu de mots. 

D'après la régle de Descartes, dans une équation dont le premier 
membre est ordonné suivant les puissances descendantes de l'in- 
connue, le nombre des racines positives est tout au plus égal au 
nombre des variations de signe, et le nombre des racines négatives 
au nombre des permanences de signe entre les coefficients des 
diverses puissances pris consécutivement et deux à deux. 

Si quelques coefficients s’évanouissent, chacun d’eux pouvant être 
à volonté considéré comme positif ou comme négatif, le nombre des 
permanences pourra dépendre des signes qui leur seront attribués, 
et admettre, en raison de cette dépendance, ‘une valeur maximum 
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ainsi qu’une valeur minimum. La différence entre ces deux valeurs sera 
égale ou inférieure au nombre des racines imaginaires voir l'Analyse 
algébrique, p. 519 (‘)], pourvu toutefois que l'équation donnée n'ait. 
pas des racines nulles. 

De ce théorème fondamental on déduit immédiatement les deux 
propositions suivantes, dont la première était connue depuis long- 
temps : . 

Taéorème |. — Dans une équation algébrique dont toutes les racines 
sont réelles et distinctes de zéro, les coefficients de deux puissances conse- 
cutives de l’inconnue ne peuvent disparaître simultanément, et quand un 
coefficient s'évanouit, les deux coefficients voisins sont affectés de signes 
contraires. 

TaéoRÈME Il. — Aeprésentons par 

À, À, tie, LCET Le 
des fonctions réelles et entières de x, la dernière X, étant telle, que les 
racines réelles de l'équation 
(1) A2 0 
comprises entre les limites x — x', x — x", soient des racines simples qui 
ne réduisent pas X,-, à zéro. Soit encore @ une fonction entière de x et 4 


déterminée par la formule 
(2) Q— 0r— 4,014 4,082... ,.+(—i)14, 0 + (—1) #4, 


Si, pour toute valeur réelle de x comprise entre les limites x', x”, les 


ñ racines de l'équation 
(3) 80, 


résolue par rapport à l'inconnue Ô, sont constamment réelles, l’accroisse- 


ment que subira le nombre des permanences entre les termes de la suite 
(4) 1; À; A3, FERA PCT À 


(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. IL, p. 324. 
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quand on passera de la limite x = x' à la limite x = x", sera précisé- 


ment la valeur de l'indice m determine par la formule 


. ? ER 
Gi ne) 
= 

Corollaire I. — Pour que l'équation (3) soit du nombre de celles 
dont les racines ne cessent jamais d’être réelles, il suffit que +6 
soit ce que devient la résultante algébrique de fonctions réelles et 
entières de æ, représentées par les divers termes d’un tableau à 
double entrée dont chaque ligne horizontale ou verticale renferme 
n termes différents, quand on retranche l’inconnue 0 de chacun des 
termes situés sur une diagonale, si d’ailleurs ce tableau n’est pas 
modifié quand on échange les lignes horizontales contre les lignes 
verticales; par conséquent, 1l suffit que + @ soit la résultante d’un 
tableau de la forme 


EN Gran: 0, $1,29 »  Si,n» 
52,19 5 | MOT 6, , 59,n 
(6) 
, ... , _.... , . » , 
S$n,1 5n,2s cs Snn— 6, 


5,, étant une fonction entière de æ dont la forme dépende des 
nombres 1, y et redevienne la même quand on échange entre eux 
les indices 1x, v. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si, s,, étant de 
la forme 5,,,-,, le tableau (6) se réduit au suivant : 


59 — , S19 cs  Sn—1s 
815 r° RE 6, » ns 
(7) 
Fe vers k EA* 
t Sn—1 Sn» ses  Son—2 — 0. 
Corollaire II. — On doit remarquer le cas particulier où, dans le 


tableau (7), s, est une fonction linéaire de æ, par conséquent de la 


forme 
a, —+- b, T, 


a,, b, étant deux coefficients réels. C’est ce qui aura lieu, par exemple, 


k 
À 
# 
778 4 
4 
4 


“ 


bé Ru nt der Mau: Ed ES sf do © à jédcés Le 
” 


A TS ee UE Re ES IS JU 


Re AE dd 
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si, æ,, ds, ..., Æn, étant les racines réelles ou fmaginaires, supposé 
inégales, d’une certaine équation 


(8) .u æd, 


L s [2 » 
dont tous les coefficients sont réels, on pose 


(9) s=katV(z—z)+ ka V(z— x) +... + kite (x — x,), 


k, étant réel en même temps que æ,, et 4,, £,: étant deux quantités 
géométriques conjuguées en même temps que æ,, æ,. Supposons, 
pour plus de commodité, le coefficient de æ, dans & réduit : à l'unité, 
en sorte qu’on ait - : 


(10) VU AR GNT Lo aNT I Ha 
Posons d’ailleurs 
(11) S= ai + ka! +... + kixy. 


Désignons par s, la résultante du tableau 


| S0» S1 , Sy1s 
S1s S2» , Sy» 
(12) 


Sy—15 Sys es Says 


et par 5, la résultante du tableau 


50» $15 »  Sv—1s 
(13) Sis “ $29 cs © Sy 
, , , , 
; j 
4 , | Gy—is Svs +. - Hay—9 5 


on aura, en admettant pour valeur de 5, celle que détermine la for- 
mule (9), 


(14) As= 5, dit 

et 
À PEN 4 2 

(15) er ES IE EN Le 
EE Æ—x, TL — Lo LT — ZX» 


2, désignant une quantité qui, paut une valeur réelle de æ,, sera 
OEuvres deC.— S.1,t. XL, | 38. 
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réelle et affectée du même signe que 4,x;, par conséquent du même 
signe que #, ou #,x, suivant que / sera pair ou impair. Cela posé, si 
l’on‘nomme w, une fonction entière-de æ déterminée par la formule 
Mn 1 ù ko Hs 


u LL,  É— Lo TL — TL 


(16) 


y 


et + @ la résultante du tableau (7), l'équation (3) sera du nombre 
de celles auxquelles s’appliquera le théorème L, la valeur de l'indice » 


étant, pour des valeurs paires de Z, | . 
2 
nt ou ” . 
re L Le ag (un 
DS nd 
; T=x 


et, pour des valeurs impaires de /, 


| = u(zu) 
(18) nes d ( " ) 
Ajoutons qu’en vertu des équations (9) et (xx) la valeur générale 
de 5, dans le tableau (7) sera de la forme 


(19) By Spy D — Syrvy+ye 


Pour tirer des formules qu’on vient d'établir le parti le plus avan- 
tageux, et en déduire, avec le moins de calcul possible, l'indice 


intégral 


r= xt * 
u, 
4 cr 
u 
rsr 


il convient de joindre au théorème II la proposition suivante : 


TuéorèmE III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rême IT, et la valeur de 5, étant déterminée par le système des formules (9) 
et (11), le théorème I continuera d’être applicable, quand on prendra 
pour + © la résultante du tableau (7), après avoir remplacé générale- 
ment dans ce tableau s, par &"s,, « étant un coefficient réel. 


TT LSUOE 


| 
É 


3 
ê 
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 Corollaire. — Supposons, pour fixer les idées, que le coefficient x 
soit positif. Si les quantités de la forme 


$, 


sont toutes distinctes de zéro, pour chacune des valeurs +’, æ” attri- 


buées à la variable æ, alors, pour de très petites valeurs du coefli- 
client &, on aura sensiblement 


(20) ST tnt CNE NP 
u, étant ce que devient u' = D,u quand on y pose æ — x,, et 
(21) A yes A OCR 


‘Cela posé, en attribuant au coefficient & des valeurs suffisamment 
petites, on conclura de la formule (20) que l'équation (5) peut être 
réduite à l'équation (17) ou (18), ce que l’on savait déjà, puis de 
la formule (21) que, dans la recherche de l'indice » déterminé par la 
formule (18), on peut à la suite (4) substituer la suivante : 


(22) - | PR Mi is 


En conséquence, l'indice » déterminé par l'équation (15) sera 
: précisément l'accroissement que subira le nombre des permanences 
de signe dans la suite (22) quand æ passera de la valeur æ° à: la 
valeur a". 
Si l'on suppose en particulier æ'— — +, &"—, l'indice + sera 
la différence entre le nombre des permanences de signe et le nombre 


des variations de signe dans la suite 


(23) Le ES © Si Sy +.) Sy 
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562. - 
CALCUL DES RÉSIDUS. — Considerations nouvelles sur les résidus. 


C.R., T. XL, p. 41 (9 juillet 1855). 


Dans ce Mémoire, l’auteur considère sous un nouveau point de vue 
les résidus des fonctions et les définit comme il suit : : 

Lorsqu'une fonction f(z) de l’affixe = devient infinie pour une 
valeur c de cette affixe, mais demeure monodrome et monogène pour 
des valeurs voisines de c, le résidu partiel de f(z) relatif à la racine c 
de l'équation 


est la moyenne isotropique entre les diverses valeurs du produit 
63 —c)f(:) 


correspondantes à un module constant et très petit, mais à des argu- 
ments divers de la différence z — c, de sorte qu’en représentant par 
C cette différence on a 


r (:—c)f(3) 


ar sv — AUT[E F(e + E)]. 


Cette définition étant admise, on établit aisément les diverses pro- 
positions et formules que fournit le Calcul des résidus, et qui peuvent 
être si utilement appliquées à un grand nombre de questions diverses, 


L2 


particulièrement le théorème suivant : 
THÉORÈME. — Soient 


z l’affixe d'un point mobile ; 
f(3) une fonction qui demeure monodrome et monogène pour tous les 
points de’ l'aire renfermée entre deux contours FGH, KLM dont le 


second enveloppe le premier de toutes parts; 


.. 
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ce, c', c’, .… les affixes des points singuliers compris dans < celle aire et 
pour lesquels on à 
L 


qi ET ME 


s l'aire renfermée dans le contour FGH ; 

S l'aire renfermée dans le contour KL ; 

(s) ? intégrale É f(z) ds étendue à tous les points Fe contour FGH qu'un 
point mobile est supposé décrire en tournant autour de l'aire s avec un 
mouvement de rotation direct ; ; : 

(S) ce que devient ‘la méme intégrale quand on substitue Le contour KLM 

| au contour FGH ; nf 

1 u la valeur de 3 correspondante à un point quelconque du contoùr FGH : 

e la valeur de z correspondante à un point quelconque du contour KLM ; 

æ la valeur de z correspondante à un point situé entre les deux contours. 


À … Si l’on pose, pour abréger, 


la valeur de Y étant 


. 


Or AUTa 


(2) | V—0— É, (fw)). 
Corollaire. — Si, dans l'équation (2), on ML Lg, par le rap- 


port 
f(w) 


, 
Pre 


alors, en supposant le point dont l’affixe est z renfermé entre les deux 
contours FGH, KLM, et ayant égard à la formule 


3 ,s{ f(w) (f(æ)] 
E À 
4 (2 =f(s)+ Le 
È on aura 
| Ft er Ctw) 
| Ne ss 
L ÿ w=u , 
Ë 


| 
TL dE SE 
u - 
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563. 
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur une formule trés simple et très générale 


qui résout immédiatement un grand nombre de problèmes d'Analyse 


déterminée et d'Analyse indeterminee. 


C. R., T. XLIL, p. 366 (25 février 1856). 


La considération des fonctions linéaires et homogènes m'a conduit 
à divers théorèmes, puis à une formule très simple, qui, en raison 
des nombreuses applications qu'on en peut faire, m’a paru digne 
d’être remarquée, et que je vais établir. 

Considérons d’une part » variables 


SRE. CARE" PSE ee» 


d'autre part 2 fonctions linéaires et homogènes 


de ces mêmes variables. Les valeurs de ces fonctions seront fournies 
par » équations, desquelles on pourra tirer les valeurs de quelques- 
unes des variables 


. 


Vs 65 ro 


exprimées en fonctions des autres variables, et des termes de la suite 


+ 


Pour y parvenir, on tirera de la première équation la valeur d’une 
variable +,, puis on la substituera dans les autres équations. Si, 
par cette substitution, toutes les variables ne sont pas éliminées en 
même temps que æ,, on tirera d’une seconde équation la valeur d’une 
seconde variable æ,, ..., et en continuant de la sorte, on substituera 
aux équations données, d’une part, des équations qui détermineront 


certaines variables 


Lis Los .» Lys 


à 
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rs , “ ; ÿ , ee 
dont le nombre sera y, en fonction de »# — y autres variables 


et des termes de la suite 


J'PRUT POEC POPESPEUUE v. 


d'autre part, si, v étant inférieur à x, r — y diffère de zéro, » — y équa- 
tions de condition linéaires et homogènes entre les fonctions 


Dans ce dernier cas, les variables 


étant prises pour clefs anastrophiques, si l'on pose 


Q— uvw..:s, 


le produit symbolique a) sera et nul, quelles que soient 


d’ailleurs les valeurs attribuées, dans le développement de |Q{, aux 


produits symboliques partiels qui auront pour facteurs n termes de 


la suite 


* 
. 


T, ds ET ..., És 


Dans le cas contraire, en laissant indéterminée la valeur de chacun 
de ces produits partiels, on obtiendra une valeur de |Q| qui renfer- 
mera une ou plusieurs indéterminées, dont l’une sera précisément la. 
valeur attribuée au produit. symbolique 


Lam. 


Cela posé, on établira sans peine les propositions suivantes : 


Tnéôrème I. — Étant données r équations qui expriment n quantités 


en fonctions linéaires et homogènes de m variables 


: PEU PY oise 
posons 
D = up. s: 
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et concevons que, les variables x, y, 2, ..., t élant prises pour clefs 
anastrophiques, on laisse indéterminée dans le produit | Q| la valeur de 
chacun des produits partiels formés avec quelques-unes des clefs x, y, 
3, ..., 1. Il arrivera de deux choses l'une : ou le coefficient de chaque 
produit partiel, par conséquent de chaque indéterminée, sera identique- 
ment nul, et l'on trouvera ainsi | 


[9 ]—'0; 


« 


ou la valeur générale de | Q]| ne sera pas nulle. Dans le premier cas, les 
fonctions . 

TRS ARR Re NE | 
vérifieront une ou plusieurs équations de ‘condition linéaires et homo- 
gènes; et, si l’on nomme l le nombre de ces équations de condition, on 


pourrà, des équations données, tirer les valeurs de plusieurs variables 


". 


Lis Las re Lys 
dont Le nombre sera 
v=n— l{, 


exprimées en fonctions linéaires et homogènes des autres variables 


LS aa Ÿ sf 
et des termes de la suite 
Dans le second cas, les équations de condition dont nous venons de parler 


disparaîtront, et les n équations données détermineront les valeurs de 


n variables 
T's Las pur ) LTns 
? 


prises dans la suite | 
Ty Vo Zsw ee. d, 
en fonctions linéaires et homogènes de m — n autres variables 


! Re, ANNE 
Dr Ds TE EN 2 


et des termes de la suite 
WU, OS M 85 


Taéorème 11. — Les mêmes choses étant posées que dans le prenuer 


dot ie a di PP be ne, D de, Se nee NE 7 À 


FT RU TT 


CE à disk bla dois dun Cine ASE Re us AS ee Qi LÉ D dd ut a dd de: Sn dés de da cie éd + né net Sn 
Ÿ : * Sci + 
\ . 


Le nd Ti “60 À re ft a 


EXTRAIT N° 563. 305 
théorème, concevons que l’on assupjettisse les variables x, y, 3, ..., 1 à 


vérifier les équations 


(1) Ho Rs À wo, S FER PET 


Si l’on a |Q| — o, quelques-unes de ces équations se déduiront des autres, 
et par suite le nombre v des variables 


Lys Lo ss y 


qu'elles détermineront, sera inférieur à n. St, au contraire, le produit 
symbolique |Q| n'est pas identiquement nul, les équations (1) détermi- 


neront n variables 
Lys Las cs Tn 


en fonctions linéaires et homogènes de m — n autres variables 


dont chacune restera indéterminée; et, pour que des valeurs de 
M 1 M ie 


propres à vérifier les équations (1), soient aussi générales qu'elles dowent 
l’étre, il suffira qu'elles renferment des indéterminées distinctes dont le 
nombre ne puisse s'abaisser au-dessous de m — n. Or c'est précisément ce 


qui arrivera si l’on pose 
(2) eidek: Y=IQ7rl|, csèxe 0 ENTRER 


Donc les solutions les plus générales des équations (1) seront données par 
les formules (2). Ajoutons que, si l’on nomme r une fonction linéaire 
et homogène des variables x, y, 3, ..., l, On aura, en supposant ces 


variables déterminées par les équations (1), 
(3) r=|Qr|. 


Cette dernière formule peut à elle seule remplacer les équations (2) que 
l’on en déduit, en prenant successivement pour r chacune des variables x, 


Y» 3, ... , É: * 
OEuvres de C. — S.I,t. XII. 39 
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On peut appliquer utilement le deuxième théorème et la formule 
générale qu'il nous offre, c'est-à-dire la formule (3), à un grand 
nombre de questions diverses, spécialement à la résolution des 
équations linéaires homogènes ou non homogènes, déterminées ou 
indéterminées, à l'élimination des variables entre des équations 
algébriques de degrés quelconques, à la détermination des restes 
successifs que produit la recherche du plus grand commun diviseür 
de deux polynômes, etc. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons d'abord que l’on donne à résoudre » équations linéaires, 
essentiellement distinctes et homogènes, entre x + 1 variables 


Py Ps: By es le 
Ces équations seront de la forme 
(1) read à À Po W—0O, VHETA "Fou À 


u, #, w, ..., s désignant x fonctions linéaires et homogènes des 
ñn +1 variables 


et, si l’on pose 
ME HV. E, 


= 


le produit symbolique |Q! ne sera pas nul. Cela posé, si l’on nomme 
r une nouvelle fonction linéaire et homogène de æ, y, 3, ..., 4, le 


roduit symbolique 
P Y q er 
sera de la forme 
Kfzys: ot, 


k désignant une constante déterminée; et si, en laissant indéterminée 
la valeur attribuée au produit symbolique 


|æys...4|, 


on désigne cette valeur par +, la formule (3) donnera 


(4) , ne À À 


PER SR 
DEN, Mine. 


; 
n 


x à 


AUS LE 
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Ainsi, par exemple, si l’on suppose les équations (2) réduites aux 

suivantes 

3T+2Y + 5—0, 
(2) 

æ+3ÿ+23—0, 

et si d’ailleurs on prend 

r=ax+6y+7yz, 
on aura 

IST =lysl—5lzz|+ 9er, 


[Qr|=(a—56+9y)|xyz|; 


puis,.en laissant indéterminée la valeur du produit symbolique |æyz|, 
et désignant cette valeur par *, on tirera de la formule (3) 


(6) r=(a—56—+7y)r. 


Si, dans l'équation (6), on suppose la fonction r successivement 
réduite à æ, puis à y, puis à z, cette équation donnera 


(2) Met: Y—=— 57, SSP 


Telles sont les valeurs générales de x, y, = propres à résoudre les 
équations (5). Il suffira, d’ailleurs, d'attribuer à l’indéterminée = 
une valeur entière pour obtenir les solutions en nombres entiers. 
Si l’on attribue à l’une des variables æ, y, 3, ..., t une valeur 
déterminée, les équations données seront linéaires par rapport aux 
variables restantes, mais cesseront d’être homogènes, et les valeurs 
des variables restantes se déduiront immédiatement de la formule (3). 
Ainsi, cette formule sert encore à résoudre 7 équations linéaires, mais 
non homogènes, entre » variables. 
Concevons, pour fixer les idées, que lon donne, entre deux 
variables æ, y, les équations 
(3r+2y—1, 


(8) | 


T+3Y = 2. 


Il suffira, pour obtenir ces équations, de poser 3 — — 1 dans les for- 
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mules (5). D'ailleurs, en posant z = — 1, on tirera des formules (7), 
T=— à et, par suite, 
I 5) 
(9) Z=— ÉeS 
9 7 J - 


Telles sont effectivement les valeurs de æ, y qui satisfont aux équa- 
tions (8). 

On déduirait pareillement de la formule (3) les valeurs de 7x incon- 
nues æ, y, 3, ..., déterminées par #2 équations linéaires, mais non 
homogènes, et l’on retrouverait ainsi les formules générales qui four- 
nissent ces valeurs. 

Supposons maintenant que, les équations données étant linéaires 
et homogènes, la différence r — m entre le nombre »2 des variables 
et le nombre x des équations surpasse l’unité. Alors le nombre des 
indéterminées, dans les valeurs générales des variables, ne pourra 
s'abaisser au-dessous de 72 — n. D'ailleurs, 


m(m—1)...(m—n+1) 
l,453 48 


(10) N= 


étant le nombre des produits que l’on peut former avec m» facteurs 
pris z à n, les formules (2) et (3) pourront introduire dans les 
valeurs de 
Ds Vs Mi 5 2% 

et dans la valeur de r, N indéterminées; mais, sans diminuer la géné- 
ralité de ces valeurs, on pourra égaler à zéro plusieurs indéterminées 
et réduire ainsi leur nombre à »# — 7, pourvu toutefois qu'on ne 
demande pas de résoudre les équations linéaires données en nombres 
entiers. 

Concevons maintenant que, les coeflicients de æ, y, 3, ...,t dans 
les fonctions &, v, w, ..., s ayant des valeurs entières, on propose de 
résoudre en nombres entiers les équations (2), et supposons d’abord 
m — n—=1; alors, pour obtenir les valeurs générales de 


Ty Vs Z, -.., L, 


NS 
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il suffira de poser 
læys...t|=5"T 


si les coefficients numériques du produit symbolique |æyz...1| dans 


les valeurs de 
Qc, 1Qy|, [Q@z1,, ..., [Qc] 


ne sont pas tous divisibles par un même nombre, et 
G|æ2y3...11=6 


s'ils sont tous divisibles par un même nombre 0, puis d'attribuer à - 
des valeurs entières quelconques. 

Silonam—n>r, c’est-à-dire si le nombre des variables æ, y, 
5, ..., {, Surpasse de plus d’une unité le nombre des équations don- 
nées, on devra encore, pour obtenir les solutions générales des équa- 
tions (2) en nombres entiers, représenter par une lettre un certain 
multiple de chacun des produits symboliques partiels compris dans 
le développement de | Qr|, savoir le multiple qu’on obtient quand on 
multiplie ce produit partiel par le plus grand des entiers qui divisent 
les divers coefficients du même produit dans les développement des 
expressions à 

(Qt, [@y|, [@3,, .:., [Qel: 


* 


puis attribuer à la lettre qui représentera ce multiple une valeur 
entière, qui sera d’ailleurs indéterminée. Les valeurs de 


eo 


a AEt CERN ENT LS 


ainsi obtenues renfermeront en général N indéterminées, la valeur 
de N étant donnée par la formule (10); et 1l pourra se faire qu’on ne 
puisse égaler à zéro une ou plusieurs de ces indéterminées sans res- 
treindre la généralité des solutions en nombres entiers. 

- Ainsi, par exemple, s'agit-il de résoudre en nombres entiers l’équa- 
tion linéaire et homogène | 


(11) 2æ+3Y+953—=0, 
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alors, en posant 

IYsl=Ë  Iscl=n  arl=s 
on tirera des formules (2) 


æ—5n— 26, 
(12) nas 


3 —3E —on, 


et ces valeurs de x, y, = résoudront en nombres entiers l’équation 
donnée, quelles que soient les valeurs entières attribuées aux trois 
indéterminées £, n, €. D'ailleurs, on ne pourra, sans restreindre la 
généralité de la solution, réduire l’une de ces indéterminées à zéro. 

Au contraire, s'il s’agit de résoudre en nombres entiers l'équation 


(13) 6x +107 +153 —0, 


alors, en posant 


Slysl=é 3lzzl=y, 2lzy|=c, 


on tirera des formules (2) 


ae rh) 
(14) ( FSU pas 40 
La Lu 


et ces valeurs de +, y, 3 satisferont encore à l'équation (13), quelles 
que soient les valeurs entières attribuées aux trois indéterminées 
£, n, Ç; mais on pourra, sans diminuer la généralité de la solution 
trouvée, réduire à zéro, l’une quelconque de ces trois indéterminées. 
Enfin, s’il s’agit de résoudre les équations 
s T+2Y+33+4t—=0o, 
F7 C4æ+3y+23+t =, 


alors, en posant 


> 


Dysti®E, d|Stztm :SFerlét, oæys|=rt, 


D ht de fe ES fl dalle, air afel, dE due dé été gué de cit Cost 


Le, 6OLriÉ 


pelle nine as vis ques int LL 


des sd ec Dé RES 


ns de fé 


$ 
Ne: 
ds 
: 

; 

1 

; 
: 
‘ 
4 
4 
+ 
4 
4 
NE, 
"4 
s 
MH 
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on tirera des formules (2), 


Æ—=—.1Nn—926 — 7, 

Y=— E+36 +ar, 
(16) 

3—= 2È+3r—Tt, 

[t—=— E—on—t; 


et si l'on demande des solutions en nombres quelconques rationnels ou 
\ 

irrationnels, on pourra, sans diminuer la généralité des formules (16), 
y réduire à zéro deux quelconques des quatre indéterminées 


EM. Ge 


mais il ne sera plus de même si l’on demande les solutions en nombres 
entiers. Alors, à la vérité, on pourra, sans diminuer la généralité de 


la solution, poser 
AO 47-20 


et réduire ainsi les formules (16) aux suivantes 
æ——36—7, y =36+ar, 3 —=—T, (= 
ou, ce qui revient au même, aux deux équations 
| T—3+26, Y=—23—3t; 


mais on restreindrait la généralité de la solution en supposant 


ou 
ES t=0, 


puisqu'on exclurait ainsi, dans le premier cas, les valeurs impaires 
des variables y et #, dans le second cas, les valeurs de y et de z non 
divisibles par 3. 

Dans un autre article, je donnerai d’autres applications de la for- 
mule (3). 
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964. 


THÉORIE DES FONCTIONS. — Mote sur un théorème de M. Puiseux. 


C. R., T. XLI, p. 663 (14 avril 1856). 


Un Mémoire sur les fonctions çontinues, que j'ai publié dans les 
Comptes rendus de 1844 (1° semestre), renferme la proposition sui- 
vante (!): 

Désignons par = une variable imaginaire et par w une fonction 
implicite de z qui représente une racine simple de l'équation 


(1) LEE EX 


Concevons d’ailleurs que le premier membre de l'équation (1) ren- 
ferme, avec les variables z et u, un ou plusieurs paramètres, et que, 
pour une certaine valeur, par exemple pour une valeur nulle du para- 
mètre «, la racine simple w reste fonction continue de z, du moins 
tant que le module de z ne dépasse pas une certaine limite. En rai- 
sonnant comme dans le Volume IT des £æercices d'Analyse (?), on 
prouvera que, si le paramètre & vient à varier, et si, tandis qu'il 
varie, le premier membre de l'équation (1) reste fonction continue 
de =, u et &, la racine simple «w restera généralement fonction con- 
tinue de =, jusqu’à l'instant où, une seconde racine devenant égale à 
la première, l'équation (r) acquerra des racines multiples. 

Une remarque importante à faire, mais qui n’était pas énoncée 
dans mon Mémoire, c’est qu'on peut établir une relation entre le 
paramètre & et la variable imaginaire :. On peut supposer, par 
exemple, que cette variable représente l’affixe d’un point mobile 
qui décrit une courbe dont la forme change avec ce paramètre. On 
peut même supposer que le premier membre de l'équation (r) est 
fonction des seules variables 3 et u, = étant fonction de «. 


(1) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. VII, p. 151. 
(2) OEuvres de Cauchy, S. W, T. XII. 
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En partant de cette remarque, on parvient à un autre théorème que 
M. Puiseux a énoncé dans les termes suivants : 

Soit f(u, =) une fonction imaginaire de « et de la variable imagi- 
naire 3. Le point Z (dont l'aflixe est 5) allant de C en K soit par le 
chemin CMK, soit par le chemin CNK, la fonction &, qui avait en C la 
valeur D, acquerra dans les deux cas la:même valeur 4, si l’on peut, 
en déformant la ligne CMK, la faire coïncider avec la ligne CNK, sans 
lui faire franchir aucun point pour lequel la fonction « devienne 
infinie ou égale à une autre racine de l'équation 


. Hu 250: 


Les nouvelles recherches de divers géomètres, particulièrement de 
MM. Briot et Bouquet, ont fait ressortir toute l'importance de ce beau 
théorème, dont l’auteur lui-même avait déjà su tirer un parti si avan- 
tageux dans ses Mémoires. Pour ce motif, il m'a semblé qu’il ne serait 
pas inutile de donner-du théorème de M. Puiseux une démonstration 
très simple qui se déduit de la considération des compteurs logarith- 
miques. Tel est l'objet de la présente Note, dans laquelle je montrerai 
d’ailleurs comment le même théorème peut être étendu à des fonce- 


tions implicites déterminées par un système d'équations simultanées. 


ANALYSE. 


Je commencerai par établir la proposition suivante : 


THÉORÈME 1. — Socent 


A] 


l'aflixe d'un point mobile P ; 


o 


l'afjixe d'un point déterminé C ; 


É 


le rayon d'une circonfeérence de cercle KLM tracée dans le plan des 
affixes, et ayant pour centre le point C; 


u, v deux fonctions de z, dont le rapport se réduse à l'unité pour z = c. 


Supposons d'ailleurs que les deux fonctions u, v restent monodromes, 
quand le point P se meut dans l'intérieur du cercle KLM , el que sur la 


OEuvres de C. — S. 1, t. XII. 4o 
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circonférence de ce cercle la différence 


offre un module constamment inférieur à l'unité. Si l’on résout par rap- - 


port à z les deux équations 


(1) u 0, 


(2) V =, 


on trouvera, pour l’une et pour l'autre, le méme nombre de racines cor- 


respondantes à des points renfermes dans le cercle KLM. 
Démonstration. — Effectivement, si l’on pose 
= 271, 


le nombre des racines dont il s’agit sera représenté, pour l'équa- 
tion (1), par le compteur logarithmique 


Alu 
fl 


pour l'équation (2) par le comptéur logarithmique 


et dans l'hypothèse admise ces deux compteurs seront évidemment 


égaux, puisqu'en posant 


on obtiendra pour w une quantité géométrique dont le module sera 


inférieur à l'unité, et que l’on aura par suite 
Alu at A1 — Al(i+o)=o. 


Le théorème I entraine la proposition suivante : 


THéorÈME I. — Soit 
U—f(u,z) 


AG Et al 
em 
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une fonction des variables z et u, qui s'évanouisse pour les valeurs 
2% UM 


de ces deux variables, et qui, dans le voisinage de ces valeurs, soit mono- 


drome par rapport à 3, monodrome et monogène par rapport à u. Si la 


fonction dérivée 


D, U 


acquiert pour 3 =21, U—=U une valeur finie et distincte de zéro, on 


pourra satisfaire à l'équation 
(3) Ur 


par une valeur de u qui, se réduisant à u pour = — z, sera, pour une 


valeur de 3 voisine de z, fonction monodrome de 3. 


Démonstration. — U étant monodrome et monogène par rapport 
à u, quand s et u diffèrent très peu de z et u, sera, dans cette hypo- 
thèse, développable suivant les puissances ascendantes de & — u, et, 
si l’on représente par V la somme des deux premiers termes du déve- 
loppement, on aura 


(4) V=tf(u,z)+(u—u)F(u,z) 
F(u,z) pouvant être ou la dérivée de f(u, z) relative à &w, ou, ce qui 
revient au même, une fonction déterminée par la formule 


f(u,5)—f(u,23) 


ee 


(5) STE à + 
de laquelle on tire, pour u—=u, 
(6) Fta,s}= DU. 


Si maintenant on pose 


(7) U=U—-8— 
la formule (4) donnera 


(8) V—(1—8)f(u, 3), 
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et, eu égard à la formule (5), on trouvera 


(o) U=f(u, 3) =f(u,2) + (eu —u) F(u, ) = |: A 5 | f(u, 3). 


F(u,s) 
SAS Elu, 3) 
7=5= | see | 


On aura par suite 


et 


U I F(u, 3 
(10) ru (rent. 


Or, si l’on considère la nouvelle variable #2 comme l’affixe d’un point 


mobile, et si l’on attribue à cette variable un module « supérieur à 
l'unité, par exemple le module 2, il suffira d’attribuer à la différence 
z — z un module infiniment petit et de faire converger = vers la 
limite z, pour faire converger f(u,z) vers zéro, et, par suite, en 
vertu des formules (3) et (11), la variable & vers la limite u, et la 
différence 

U 

VF: 
vers la limite zéro. Donc alors, pour un module suffisamment petit 
de z — z, les modules des différences 


u — U, F7 I 


deviendront aussi petits que l’on voudra; et le second de ces deux 
modules deviendra inférieur à l'unité. Alors aussi, en vertu du théo- 
reme Il, si l’on résout, par rapport à #, l'équation (3) et la suivante 


(11) V= 0; 


on obtiendra, pour l’une et pour l’autre, le même nombre de racines 
correspondantes à des valeurs de 2 dont le module sera inférieur à 2; 
et comme, en vertu de la formule (8), l'équation (11) offrira une seule 
racine de cette espèce, savoir la racine 1, l'équation (3) admettra elle- 


même une seule racine de la même espèce. Si, au lieu de résoudre 
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les équations (3) et (4) par rapport à #, on les résout par rapport à «, 


-on pourra dire que chacune d'elles offre, pour un très petit module 


de z — z, une seule racine très peu différente de u et de la forme 


(7) | ES LT" 


le module de à étant inférieur à 2. D'ailleurs, de ces deux racines la 
seconde, qu'on obtiendra en posant # — 1, et qui sera en conséquence 
déterminée par la formule 


(12) u = — = 


pourra être considérée comme une valeur approchée de la premiére, 
et sera précisément la valeur de # déduite de l'équation (3) par la 
méthode d’approximation linéaire ou newtonienne. Enfin la propriété 
qu'aura la racine « de l'équation (3) de varier infiniment peu quand 
z passera de la valeur z à une valeur infiniment voisine, subsistera 
encore, et pour les mêmes motifs, quand la nouvelle valeur de = 
recevra un accroissement infiniment petit Az. Done la racine «w de 
l'équation (3) sera, sous les conditions énoncées par le théorème Il 
et pour des valeurs de 3 très voisines de z, une fonction monodrome 


de la variable =. 
Corollaire. — Si la fonction 
U—f(u, 3) 
est non seulement monodrome, mais aussi monogène par rapport à z, 
et si d’ailleurs la fonction dérivée 
DU 
conserve une valeur finie pour z — z, u — u, alors la fonction de 3 : 


laquelle se réduira la racine u de l'équation (3) aura pour dérivée 
une fonction monodrome et finie de 3 déterminée par la formule 
DU 


(13) deb EN 7: | 
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et sera, par conséquent, une fonction non seulement monodrome, 
mais aussi monogène. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


TuéorÈme HE. — Soit 
U=f(u,s) 


une fonction des variables z et u, qui s'évanouisse pour les valeurs 
star u 


de ces deux variables, et qui, dans le voisinage de ces valeurs, soit mono- 
drome et monogène par rapport à chacune des variables z et u. St les 
fonctions dérivées 

EU DU 
acquièrent, pour = — 2, u = Uu, des valeurs finies dont la seconde soit 


distincte de zéro, on pourra satisfaire à l'équation 
U 0 


par une valeur de u, qui, se réduisant à u pour 3 — 2, sera, pour une 
valeur de z voisine de z, fonction monodrome et monogène de =. 

Lorsque la fonction 

U=f(u,z) 
est une fonction entière ou même rationnelle des variables z et «, 
elle ne cesse jamais d'être monodrome et monogène par rapport à 
ces deux variables. Donc alors la racine u de l’équation (3) est, sous 
les conditions énoncées dans les théorèmes IT et ILE, une fonction 
monodrome et monogène de 3, ce qui entraine évidemment le théo- 
rèeme de M. Puiseux. 

Au reste, les théorèmes II et II sont compris, comme cas particu- 
lier, dans deux théorèmes généraux que l’on peut énoncer comme il 
suit : 

THÉORÈME IV. — Sotent 


+ 6 


US BEM Es 
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étant liées à z par n équations 


(14) = 0, V=0, W = 0, 


dont les premiers membres 
Deep, -N 


représentent des fonctions de 


Bus SCA 


monodromes par rapport à =, monodromes et monogènes par rapport à 


u, #, .…... Supposons d’ailleurs que, pour les valeurs particulières 


FRÈRE ER AE + 


des variables 


chacune des dérivées comprises dans le tableau 


| D, U, D,U, D U, 
U5) |DeV, D,V, D,P, 
Er D,W, D,W, 


., .…... . * 
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conserve une valeur fime, et que la valeur correspondante de la résultante 


algébrique Q, formée avec les divers termes de ce méme tableau, soit 


distincte de zéro. On pourra satisfaire aux équations (14) par des va- 


leurs de 


qui, se réduisant, pour z — 7, à 


M cd 


seront, dans le voisinage de z — 2, c'est-à-dire pour des valeurs suffisam- 


ment petites du module de z — z, des fonctions monodromes de =. 


Démonstration. — La résultante Q des termes compris dans le 


tableau (15) est déterminée par la formule 


- HAŒU FEMMES] 
. — | du de de... | 
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dans le cas où les différentielles du, de, dæ, ... sont prises pour 


clefs anastrophiques ; et puisque aux valeurs 


LE 0 


des variables 
TO 


correspond une valeur de Q distincte de zéro, les valeurs correspon- 
dantes des termes compris dans une ligne horizontale de ce tableau, 
par exemple des dérivées 


DU DU D, 


ne pourront s'évanouir toutes à la fois. Concevons, pour fixer les 


idées, qu’alors la dérivée 
] 
DiT 


offre effectivement une valeur finie distincte de zéro. En vertu des 
théorèmes IT et IT, l'équation 
U:20, 


résolue par rapport à &, fournira pour & une fonction des variables 


L 


qui sera monodrome par rapport à z, monodrome et monogène par 


rapport à chacune des autres variables 


et si l’on substitue cette valeur de « dans les équations (14), on 


obtiendra n — 1 équations 
(17) vx ® = 0, ab 
dont les premiers membres seront des fohctions de 


monodromes par rapport à z, monodromes et monogènes par rapport 
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à », w, .…... D'ailleurs la résultante algébrique Q’ des termes compris 


dans le tableau 
4 200 | 7 » À 


(18) BP: D 


sera déterminée par la formule 


,_ |dO dw@, | 
(19) 7 de 
si l'on y considère dv, dæ, ... comme des clefs anastrophiques; et, 


comme il suffira de supposer « et du déterminés par les formules 


DE, 
dU = D, U du + D,U de + D,,U dw +... 


pour réduire les différentielles 


ar 6; 


aux différentielles. 
Vs OU, .%: 


on aura nécessairement 
(20) & =9'D,9, 
(21) Q— —— 
Donc, puisqu’aux valeurs 

Z, U, V, VW, 
de 

Monde ire. + 
correspondent par hypothèse des valeurs de 


Q@ et D,U, 


finies et distinctes de zéro, la valeur correspondante de Q’ sera elle- 

même finie et distincte de zéro. Cela posé, il est clair que le théo- 

rème IT subsistera pour z équations qui renfermeront, avec z, les 
OEuvres de C. — S. 1, t. XI. 41 
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n variables u, 6, w, ..…., s’il subsiste pour » — 1 équations renfermant, 
avec 3, à — 1 autres variables w, v, , .... Donc, puisque ce théorème 
subsiste pour x — 1, il subsistera pour 2 — 2, puis encore pour ? — 5, 
puis encore pour #2 — 4, .... Donc il subsistera généralement quel 
que soit 7. 


Corollaire. — De même que-le théorème IT entraine le théorème IV, 
de même le théorème IT entraine la proposition suivante : 


TuéorÈMe V. — Les mémes choses etant posées que dans le théorème IV, 
st pour les valeurs 


des variables 


les fonctions 


ARE MAS. EDR 


mais aussi par rapport à 3, on pourra satisfaire aux équations (14) par 


des valeurs de 


qui, se réduisant, pour = — 2, à 
PEN, 


seront, dans le voisinage de = — 2, c'est-à-dire pour des valeurs suffisam- 
ment petites du module de 3 — 7, des fonctions monodromes et mono- 


gènes de 3. 


Corollaire. — Les valeurs de &, 6, w, .., dont il est ici question, 
étant des fonctions monodromes et monogènes de :, seront, pour cela 
même, développables en séries convergentes, ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de 3 — z. | 
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969. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les fonctions monodromes 


et monogenes. 
C.R., T. XL, p. 13 (7 juillet 1856). 


Soient 
“er 2 ty 


les affixes de deux points mobiles, et 


Fr 


les valeurs correspondantes d’une certaine fonction. Si cette fonction 
reste monodrome et monogène pour toute valeur de r inférieure à 
une valeur donnée et constante du module r, on aura, pour une telle 
valeur de r, 


(1) Z=M 


ù | tr 


la moyenne isotropique qu'indique le signe 3% étant relative à l’argu- 
ment p de :. En développant dans la formule (+) le rapport 


Li 


I — 


& | à 


suivant les puissances ascendantes de =, on obtiendra le développe- 
ment de Z suivant les mêmes puissances. Dans ce développement, la 
somme des x premiers termes sera une fonction entière de z, du 
degré n, et si l’on désigne cette somme par s,, on aura 


AIS 


(2) Z=sa+ sim 


L oo. Es 


z 


Si, dans la formule (2), on fait croître indéfiniment le nombre n», 
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alors, :*-" convergera vers la limite zéro, et en posant 
Rn— D, 

on obtiendra l'équation 

(3) Z—=S5, 


qui sera précisément la formule de Taylor; et cette équation sub- 
sistera quel que soit z, si Z reste finie, monodrome et monogène pour 
toute valeur finie de z. Si, de plus, Z conserve une valeur finie pour 
une valeur infinie de z, par conséquent pour une valeur infiniment 


| = 


étant infiniment petit du premier ordre, 5 est 


un infiniment petit d’un ordre fini v, alors pour réduire à zéro le pro- 


. I . 
petite de -, ou si, 


æ 


è 


duit :-*-"3, et, par suite, la moyenne isotropique 


il ne sera plus nécessaire de faire converger z vers la limite + : il suf- 
fira de faire converger le module r de : vers la limite +, et de prendre 


n S Ÿ. 
Sous cette condition, la formule (2) donnera 
(4) dés À NE 


Done alors la fonction Z sera une fonction entière de z du degré ». 
Il est bon d'observer que, dans l'hypothèse admise, le nombre y 
. à 1 1 eu: : 
qui représente l'ordre de >> quand = est supposé infiniment petit 
du premier ordre, ne peut différer du nombre entier » qui représente 
le degré de Z, en sorte qu’on a nécessairement 


re 


Si Z conservait une valeur finie pour une valeur infinie de =, on 


aurait 
niS nr 01 
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et l'équation (4) réduite à 
(3) | TR 
donnerait pour Z une valeur constante. L’équation (5), comprise 
comme cas particulier dans une formule générale du Calcul des 
résidus, reproduit un théorème énoncé par M. Liouville. 
Supposons maintenant que la fonction Z, toujours monodrome et 


monogène pour une valeur finie :, devienne infinie pour certaines 
valeurs particulières de la variable, et nommons c l’une quelconque 


I ‘ . . . . ÿ 4 
de ces valeurs. Le rapport > deviendra infiniment petit, si c est fini, 
pour une valeur infiniment petite de = — ec, et si c est infini, pour 


une valeur infiniment petite de -+ Admettons que, dans l’une .ou 


1 | m 


l’autre hypothèse, 3 — c ou — étant infiniment petit du premier ordre, 


1 


1 
4 
des valeurs finies de c soit encore un nombre fini. Enfin soient 


soit un infiniment petit d’un ordre fini & ou v, et que le nombre 


CCR NS 


les valeurs finies de c:; 


! 


pr pr, ..., po 


les valeurs correspondantes de w; 


Mi Mi 4: US 


des entiers supérieurs aux nombres 


! 


Hi Masse) pi, 
et posons 


(6) b—(3—c')"(3—c'}""..,(3— co )MOZ 


x sera évidemment une fonction monodrome et monogène qui, tou- 


jours finie pour une valeur finie de z, fournira pour + une quantité 


infiniment petite dont l’ordre sera la quantité finie 


(7) m'+m'+...+ m0) +, 
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quand - sera du premier ordre. Donc % sera, en vertu des proposi- 


CRE 


tions déjà démontrées, une fonction entière de z. Cela posé, l’équa- 
tion (6) fournira évidemment pour Z une fonction rationnelle, et 


us Le", ue, PS A ut, y 
ne pourront être que des nombres entiers. Ajoutons que l’équa- 
tion (8) continuera de fournir pour # une fonction entière de Z, si 


l'on prend pour 
AS: MOSS Lt at Li 


ces mêmes nombres entiers; et que, si, pour une valeur infinie de 3, 
Z conservait une valeur finie différente de zéro, ou devenait infini- 
ment petit, on devrait, dans la somme (7), réduire y à zéro, ou lui 
attribuer une valeur négative. : 


LA 


On peut donc énoncer généralement la proposition suivante : 


TaéorÈme 1. — Sri une fonction Z de z, toujours monodrome et mono- 
gène pour une valeur finie de =, devient infinie pour un nombre fini de 
I 
F4 
une quantité infiniment petite d’un ordre fini W ou v, quand on considère 


valeurs de z; st, d'ailleurs, c étant l’une de ces valeurs, le rapport + est 
s , , Q ] r . . 
la différence z — c, c étant fini, ou le rapport -; c étant infini, comme 


un infiniment petit du premier ordre, alors W, v seront toujours des 
nombres entiers, et Z sera une fonction rationnelle de z, à laquelle on 


pourra donner pour dénominateur le produit des facteurs de la forme 
(z—c}"#. 


Les conditions ici mentionnées seront évidemment remplies, si Z 
est une fonction monodrome et monogène qui vérifie une équation 
de la forme 


(8) :1F(3,2)%0) 


F(z,Z) étant une fonction entière de = et Z. Alors le théorème I ne 
sera pas distinct du beau théorème énoncé par M. Puiseux dans le 


EXTRAIT Ne 565, 327 


Mémoire qui a pour titre : Nouvelles recherches sur les fonctions alge- 
briques. 
D'autre part, on établira sans peine la proposition suivante : 


TuéorèmE IT. — Nommons Z une fonction de =, qui, étant loujours 
monodrome et monogène pour une valeur finie de =, soit simplement 
périodique et demeure invariable, tandis que l’on fait croître = de la 
période w. Si l’on pose 
(9) Dee, 


la valeur de X étant 
Ï ed Ti, 


Z considéré comme fonction de uw sera encore monodrome et monogène 


pour toute valeur finie de u. 
Démonstration. — Soit en effet 
(10) Z'=f(3), 


et substituons, dans la formule (12), à la variable z sa valeur 


lu désignant un logarithme népérien assujetti à varier avec w par 
degrés insensibles. On aura 


(11) | 2=1(T 1x). 


Or, lu étant monodrome et monogène dans le voisinage de toute 
valeur finie de &, autre que la valeur zéro, on pourra en dire autant 
de Z; et, si l’on fait décrire autour du pôle une courbe fermée au 
point dont l’affixe est w, le produit 


après une ou plusieurs révolutions du point, effectuées dans un sens 
ou dans un autre sur la courbe dont il s’agit, se trouvera augmenté ou 
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diminué d'un multiple de la période w; par conséquent Z ne changera 
pas de valeur, et l’on pourra en dire autant de la dérivée 


Du théorème I joint au théorème Il, on déduit immédiatement la 
proposition suivante : 


Tuéorème II. — Soit Z une fonction de =, simplement périodique ; 
représentons la période w par un rayon mené d'un point donné à un 
autre point dans la direction qu'indique l'argument de cette periode, et 
par les extrémités de ce rayon menons deux droites parallèles l'une à 
l’autre. Si la foncuon Z, toujours monodrome et monogéne pour une 
valeur finie de z, devient infinie pour un nombre infini de valeurs de = 
propres à représenter les afjixes de points situés entre les deux parallèles ; 
si d’ailleurs, c étant l'une de ces valeurs, et h la valeur correspondante 
de l’exponentielle 


de 
DES M 


le rapport 7 est une quantité infiniment petite d’un ordre fini à ou y, 
‘ À « ÿ F S I 
quand on considère la différence u — h, h étant fini, ou le rappor. < 


h étant infini, comme un infiniment petit du premier ordre, alors &., y 
seront toujours des nombres entiers, et Z sera une fonction rationnelle 
de u à laquelle on pourra donner pour dénominateur le produit des fac- 


teurs de la forme : 
(u — h)}". 


Si, en nommant w la période de la variable 3 dans la fonction pério- 


dique Z, supposée monodrome et monogène pour toute valeur finie 
de =, on substituait à l'équation (9) la suivante 


_ 


Æ 
u = COS —: 
6) 


Z, considéré comme fonction de w, pourrait cesser d’être monodrome 
etmonogène pour toute valeur finie de w. Mais il serait fonction mono- 


0 Pre ne 
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drome et monogène de « et # si l’on supposait 


(12) U — COS —; V = sin —; 
G) 6) 


attendu qu'on aurait alors 


(13) 3 = TI(u+vi), 
(14) 21] ice ei], 


el qu'on pourrait appliquer à la première formule (12) ce qui a été 
dit de la formule (1). ge ENS d'ailleurs que, en vertu des for- 
mules (12), on aurait 


E i+ Pt, à 


Qu + pi) + I(u— pi) = 0, 
par conséquent 
u + pi : À 
et que —— est simplement fonction de 
"#1 


; 
— = {ang 
u pé 


Elu 


On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 


TnéorÈmE IV. — Une fonction Z de =, supposée monodrome, mono- 
gene el simplement périodique, sera encore une fonction monodrome et 


monogène des deux variables 


Led . _ 


. = COS 5 pe — sin — 
G) G) 


et de teur rapport; elle en sera même une fonction rationnelle sous les 


conditions énoncées dans le théorème III. 


Un théorème semblable s'applique, sous de semblables conditions, 
aux fonctions doublement périodiques. | 
D'ailleurs les conditions dont il s’agit sont lénpties quand la fonc- 
Œuvres de C.— S. 1, t. XH. k , 42 
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tion Z se réduit à l'intégrale u de l'équation 

(1) Fe , uv, 

U étant déterminé par la formule 

(16) | F(u, =, 


dans laquelle F(u, U) désigne une fonction entière de w et U, et par 
suite, les derniers théorèmes ici énoncés et mentionnés ne sont pas 
distincts de ceux qui ont été donnés par MM. Briot et Bouquet dans 
leur important travail sur l'intégration des équations différentielles. 

Dans un autre article, je montrerai comment on peut intégrer à 
l’aide de fonctions monodromes et monogènes des systèmes d’équa- 
tions simultanées et résoudre ainsi complètement certains problèmes 
de Mécanique et d’Astronomie. 


266. 


CALCUL INTÉGRAL. — Rapport sur un Mémoire de MM. Bmor et Bouquer. 


C. R., T. XL, p. 26 (7 juillet 1856). 


Jusqu'à présent les géomètres n'étaient parvenus à intégrer en 
termes finis qu’un très petit nombre d'équations différentielles, 
mêmé du premier ordre. Il y à plus : les intégrales obtenues étaient: 
souvent de peu d'utilité quand il s'agissait de résoudre le problème 
auquel se rapportait une équation différentielle. Ainsi, par exemple, 
à une équation dans laquelle deux variables étaient séparées, on sub- 
stituait une équation entre deux intégrales définies. Mais on ne savait 
pas généralement tirer de cette équation nouvelle la valeur de lune 
des variables considérée comme fonction de l’autre, ou du moins l'on 
n'y parvenait qu'en développant la fonction en une série composée 
d'un nombre infini de termes, et à l’aide de formules qui, pour l’or- 
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dinaire, ne subsistaient qu'entre certaines limites de la variable indé- 
pendante. 

C’est donc un véritable progrès dans la haute Analyse et le Caleul 
infinitésimal que d’être parvenu, comme l'ont fait MM. Briot et Bou- 
quet, à intégrer sous forme finie un grand nombre d'équations du 
genre de celles que nous venons de mentionner. Disons en peu de 
mots comment ils y ont réussi. 

Dans son Mémoire sur les fonctions algébriques, c’est-à-dire sur 
les fonctions que déterminent des équations algébriques, M. Puiseux 
a démontré les deux théorèmes suivants, dont le second peut aussi se 
déduire d’une formule générale du Caleul des résidus. 


Tnéorème 1. — Sr une fonction algébrique de z cesse d être monodrome 
pour une valeur c de cette variable, alors, pour une valeur de z trés vor- 
sine de c, une racine quelconque de l'équation algébrique donnee sera 


développable en série convergente suivant les puissances ascendantes de 
1 
(z—c)", n étant l'ordre de la substitution circulaire qui comprend la 


racine donnée, c'est-à-dire le nombre qu'on obtient en joignant à cette 
racine celles qui s'échangent avec elles quand on fait tourner le point 


dont l'affixe est z autour du point dont l'afjixe est c. 


Tuéorève Il. — Une fonction algébrique monodrome est nécessaire- 


ment rationnelle. 


En partant de ces deux théorèmes, MM. Briot et Bouquet en ont 
obtenu d’autres, et particulièrement ceux que nous allons rappeler. 


Tuéorème |. — x étant une fonction de z déterminée par l'équation 
différentielle : 


(1) D.u—U, 
dans laquelle UÜ est une racine de l'équation algébrique 
(2) F(u,U) —0, 


si l'intégrale u admet un nombre limité de valeurs pour chaque valeur 
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de z, u, considéree comme fonction de z, sera non périodique, ou simple- 


ment périodique, ou doublement périodique, et de plus fonction algé- 
: ; T3 É 
brique dans le premier cas de z, dans le second cas de {ang ——, w étant 
: G) 


la Pre de la variable z, dans le troisième cas de la fonction PAS 


tique À(z) correspondante aux deux périodes données. 
(l Vé 


TaéorÈme IE. — Sz l'intégrale u est monodrome, elle sera une fonction 


É 4 3 / 
rationnelle ou de z, ou de tang— , ou de À(z) et de N (3). 


THÉORÈME AIT. — L'équation (2) étant du degré m par rapport à U, 
les conditions nécessaires pour qüe l'intégrale u de l'équation (1) ne cesse. 
Jamais d'être fonction monodrome de z sont les suivantes : 1° le coefji- 
cient de U" dans Fu, U) devra être une fonction entière de u, d'un. degré 
égal ouinférieur au double de m — n; 2° quand, pour une valeur h de u, 
la fonction implicite U deviendra une racine mulnple différente de zéro. 
elle devra rester dans le voisinage du point dont l’afixe est h, fonction 
monodrome de u; 3° quand la racine multiple sera nulle, l'exposant de 


u — h dans le premier terme du développement de U suivant les puissances 
£ 
1 


1 HE 
ascendantes de (u — h)" devra être de la forme 1 — 7 St cel exposant est 
plus petit que l'unité; 4° enfin l'équation transformée que l’on déduira 
14 . . L . Ÿ A 
de l'équation (2) en posant u = ; devra offrir les mêmes carattères 


pour V — 0. 


Tnéorème IV. — Les conditions qui rendent monodrome l'intégrale de 
l'équation (1) étant remplies, celle intégrale sera doublement périodique si 
l'équation (2), pour une valeur finie h de u, et la transformée, pour + = 0, 
n'admettent pas de racines nulles et telles que, pour des valeurs infiniment 
petites de u — h ou de v, U se développe en une série dont le premier Lerme 
offre un exposant égal ou supérieur à l'unité; l'intégrale sera ration- 

«nelle si l'équation (2), pour une valeur finie de h, ou la transformée 


pour v — 0, admet un groupe de n racines égales à zéro, dont le déve- 
: 1 1 
loppement suwant les pussances ascendantes de (u — h)"' ou de s" com- 
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t LU L . ” gi ; 4 
mence par un lerme du degré LL le terme suivant du degre 1 + : 
it 
étant nul; ces cas exceptés, la fonction u sera simplement périodique. 


Après avoir obtenu les remarquables théorèmes que nous venons 
de rappeler, MM. Briot et Bouquet ont voulu mettre encore en évi- 
dence le parti qu’on pouvait en tirer pour l'intégration des équations 
différentielles; ils ont montré comment on- peut déterminer les con- 
stantes que renferme une intégrale reconnue rationnelle par rapport 


ds: x T3 Ve à 
à 5, Où à fang—» ou à ÀA(z) et \'(3); etafin de ne laisser aucun doute 


à cet égard, ils ont effectivement pris pour exemples onze équations 

différentielles qu’il ont intégrées en termes finis. Ils ont ensuite : 
© 

. vérifié l'exactitude de plusieurs des résultats, en faisant voir que 

les intégrales obtenues satisfaisaient aux équations différentielles 

proposées. 

En résumé, les Commissaires pensent que les résultats obtenus 
par MM. Briot et Bouquet constituent un véritable progrès dans la 
haute Analyse; ils croient que le Mémoire soumis à leur examen est 
très digne d’être approuvé par l'Académie et inséré dans le Aecuetil 


des travaux des Savants étrangers. 


567. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la théorie des fonctions. 


C. R., T. XLII, p. 69 (14 juillet 1856). 


$S LE — Considérations générales. 


Soient z, Z les aflixes de deux points mobiles dans un plan. Si ces 
deux points se meuvent sur l'axe polaire, les variables +, Z seront 
réelles, et la seconde sera dite fonction de la première, quand le mou- 
vement du premier point entraînera le mouvement du second. Il était 


» 
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naturel, il était convenable d'étendre cette définition au cas où le pre- 
mier point se meut d’une manière quelconque dans le plan donné. Ce 
parti, que j'ai osé adopter, et qui a paru d’abord étonner quelques 
géomètres, est pourtant, je crois, l'unique moyen d’écarter les diffi- 
cultés sans nombre qui se présentaient à l'esprit quand on méditait 
sur la nature et sur l'existence même de ce qu’on appelait des fonctions 
de variables imaginaires. D'ailleurs, à cette notion générale des fonc- 
tions, 1l importe de joindre, en l’étendant, la notion de continuité, 
telle que je l'ai donnée en 1821 dans mon Analyse algébrique (‘), et 
de dire que l’affixe Z est fonction continue de la variable z, dans le 
voisinage d’une valeur finie attribuée.à cette variable, quand une 
variation infiniment petite de z produit dans ce voisinage une varia- 
tion infiniment petite de Z. La limite vers laquelle converge le rap- 
port de la seconde variation à la première, tandis que chacune des 
variations s'approche indéfiniment de zéro, est précisément la fonc- 
on dérivée, et dépend en général tout à la fois de l’affixe z et de la 
direction suivant laquelle se meut, quand 3 varie, le point dont 
l’aflixe est 4. Mais, si la fonction dérivée reprend la même valeur pour 
deux directions distinctes, elle deviendra complètement indépen- 
dante de la direction, et sera une fonction monogène. Enfin une fonc- 
tion,continue de la variable 3 est monodrome lorsque, pour chaque 
valeur de z, la valeur de Z demeure unique tant qu’elle n’est pas 
infinie. : 

Une fonction synectique est une fonction monodrome et monogène 
qui ne devient pas infinie pour des valeurs particulières de la variable. 

Une fonction peut être monodrome, monogène, ou synectique seu- 
lement entre certaines limites déterminées par le système des lignes 
droites ou courbes qui enveloppent une certaine aire, c’est-à-dire 
tant que la variable z représente l’affixe d’un point renfermé dans 

l'aire dont il s’agit. | | 
Ces principes étant posés, on reconnaît sans peine que les fonc- 


L 


(1) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. IH. 


2 1 1 


pan LÉ AUÈS Mira 
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tions monodromes et monogènes sont précisément celles auxquelles © 
s'appliquent les formules générales que j'ai déduites du Calcul des 
résidus, comme aussi celles que j'ai données pour la détermination 
des intégrales définies, pour l’énumération des racines réelles ou 
imaginaires des équations algébriques ou même transcendantes, et 


* pour le développement des fonctions explicites ou implicites en séries 


convergentes et en produits convergents, les fonctions implicites 
pouvant d’ailleurs être déterminées, soit par des équations finies, soit 
par un système d'équations différentielles. Ainsi, par exemple, c’est 
à une fonction monodrome et monogène f(z) que se rapporte la for-: 


pale 


(ju —22) 


mule 


(1) 


que j'ai donnée à la page 136 du Volume I des Exercices de Mathéma- 
tiques (!}, et qui détermine immédiatement les fractions simples et la 
fonction entière dont la somme reproduit une fonction rationnelle f(x): 
c'est encore à une fonction monodrome et monogèné f(z) que s'ap- 
plique l'équation (26) de mon Mémoire du 27 octobre 1831, c’est- 
à-dire la formule | | 


(2), fra) Dis ds = ari € (fe), 


dans laquelle Le signe € indique un résidu intégral relatif aux points 


_renfermés dans une certaine aire qu’enveloppe un certain contour, 


s une longueur mesurée sur ce contour, depuis un point donné 
jusqu’à celui dont = est l’aflixe, et c le contour entier. Remarquons 
d’ailleurs que la formule (2) comprend, comme cas particulier, des 
équations générales données dans les Exercices de Mathématiques et 
ailleurs, par exemple l'équation 


(3) | ROAD) 


(1) Œuvres de Cauchy, S. W, T. VE, p. 172 
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” qui subsiste quand le produit :f(z) s’évanouit pour des points situés 
à une distance infinie du pôle au-dessus de l’axe polaire, et les for- 


mules 

(4) _ f(o) = (3), 
L f(s) 

(5) f(x) = ïs er À 


qui supposent f(z) synectique pour le module attribué à z et pour un 
. module plus petit, le module de x devant être, dans la formule (5), 
inférieur au module de z. 

En m'appuyant sur les principes que je viens de rappeler, j'ai été 
conduit à de nouveaux théorèmes et à des formules nouvelles qui 
paraissent dignes de quelque attention, et qui se rapportent, soit aux 
fonctions explicites ou implicites, soit à l’intégration d’un système 
d'équations différentielles. Je me propose de développer suecessive- 
ment ces théorèmes et ces formules. Je me bornerai pour le moment 
à en donner une idée. : 


S I. — Sur les fonctions déterminées par des équations finies. 


En vertu de la formule (5) du $ I, une fonction Z = f(z), qui reste 
synectique tant que la variable = conserve un module inférieur à une 
certaine limite r, est développable en série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de z. 

Lorsque la fonction f(z) est explicite, on peut aisément reconnaitre 
avec facilité si elle est synectique, au moins dans le voisinage d’une 
valeur donnée de z. Il reste à examiner le cas où la fonction est.im- 
plicite, par exemple le cas où elle est déterminée par une équation de 
la forme 


(1) PIRE) 0: 


Alors, si C représente une valeur finie de Z correspondante à une 
valeur finie e de 3, et si, dans le voisinage des valeurs c, C des deux 
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variables =, Z, le premier membre de l'équation (1) reste fonction 
monodrome et monogène de ces variables, Z sera, pour des valeurs 
de z très voisines de c, fonction monodrome et monogène de =, à 
moins que : — c ne soit une racine multiple de l'équation (1). 

A ce théorème, énoncé par M. Puiseux, on peut joindre un théo- 
rème analogue relatif au cas où plusieurs fonctions d’une variable 
sont déterminées par le système de plusieurs équations finies, dont 
chacune exprime l'égalité de deux fonctions monodromes et mono- 
gènes des diverses variables. 

Si l’une des quantités c, C, ... devenait infinie, alors à la variable z 


ou Z on substituerait le rapport variable = ou 3 …. 


Si, dans chacune des équations données, les deux membres 
n'étaient pas monodromes et monogènes, il suflirait ordinaire- 
ment, pour les rendre tels, d'augmenter, comme je ai dit ailleurs, 
le nombre des variables. 

Si, pour = —c, plusieurs racines z de l'équation (1) deviennent 
égales entre elles, et si l’on nomme "2 l’ordre de la substitution qui 
indique comment les racines s’échangent entre elles, quand, = diffé- 
rant très peu de c, on fait tourner autour du point dont l’affixe est c 
le point dont l’affixe est 3, alors il suffira généralement de poser 


(2) 3—c—=u", 


pourvu que chaque racine devienne une fonction monodrome et mo- 
nogène de w. 

Les théorèmes sur l’énumération des racines que j'ai donnés 
en 1831 (‘) s'appliquent non seulement aux équations algébriques, 
mais aussi aux équations transcendantes, et peuvent servir à déter- 
miner le nombre des racines de ces dernières, entre des limites 
données. 

Concevons, pour fixer les idées, que, 


(3) À Z—F(t,3:) 


(1) Œuvres de Cauchy, S. I, T. XV. 
OEuvres de C. — S.1,t. XII. 
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étant une fonction synectique de £ et z, on pose 
32=%+ Yi, LRAHTE 


æ, y, X, Y étant réelles, et que l’on demande le nombre » des racines 
de l'équation 


(4) FE) 0 


comprises entre des limites données, par exemple le nombre des 
points dont chacun, renfermé dans une certaine aire S, a pour affixe 
une racine z de l’équation (4). Le nombre z sera donné par la for- 


mule 
! 20 


le résidu intégral qu’indique le signe /f étant relatif au contour de 
l'aire S; et si, tandis que cette aire s’étend indéfiniment dans tous 
les sens autour du pôle, le second membre de la formule (5) devient 
infiniment grand, le nombre total des racines sera infini. D'ailleurs 
la détermination de 2 pourra devenir facile, si l’on a choisi convena- 
blement le contour. 

Ainsi, par exemple, si l'équation (4) se réduit à 


- (6) Sr-6=t 
ou bien à 
(7) 3 —eSsins =, 


e étant un nombre donné, on facilitera notablement la détermination 
de 2 en réduisant le contour de l'aire S au périmètre d'un rectangle 
dont les côtés soient les uns parallèles, les autres perpendiculaires à 
l'axe polaire. Quand ces côtés seront très éloignés du pôle, la valeur 
de À sera très grande, mais facile à calculer. 

Le nombre des racines de l'équation (4) varie avec le nombre des 
racines de l'équation dérivée 


(8) D.F(4,:)—0, 


‘ri 
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à laquelle deux racines z de l'équation (4) doivent satisfaire, quand 
ces deux racines deviennent égales entre elles. Quand la fonction 
synectique F(4,z) est une fonction entière de z, le degré de cette 
fonction surpasse d’une unité le degré de sa dérivée. Je rechercherai 
dans un autre article comment se modifie l'énoncé de cette dernière 
proposition quand on l'applique à une équation transcendante. 


S HE. — Sur les fonctions implicites déterminées par des systèmes 
d'équations différentielles. 


Comme je l'ai remarqué depuis longtemps, quand on veut intégrer 
un système d'équations différentielles, on doit commencer par réduire 
ces équations au premier ordre, ce qu’on peut toujours faire lorsque 
les équations renferment des dérivées d'ordre supérieur, en considé- 
rant quelques-unes de ces dérivées comme de nouvelles inconnues. 
La réduction dont il s’agit étant effectuée, il sera nécessaire, pour que 
les inconnuëés soient complètement déterminées, que le nombre des 
équations soit précisément égal au nombre des inconnues, et que l’on 
connaisse les valeurs des inconnues correspondantes à une valeur 
donnée de la variable indépendante. Par conséquent, les intégrales 
générales serviront à déduire d’un système donné de valeurs de toutes 
les variables un autre système de valeurs de ces mêmes variables; et, 
si la question ne peut être résolue que d’une seule manière, comme 
il arrive généralement dans la Mécanique, il est clair qu’en la renver- 
sant on devra retrouver le premier système, si l’on part du second. 

Un autre point capital, sur lequel les Mémoires que j'ai présentés à 
l’Académie en 1846 (') ne laissent aucun doute, c’est que, pour bien 
connaître la nature des intégrales d’un système d'équations différen- 


tielles et la nature des fonctions qui représentent ces intégrales, il est 


nécessaire de considérer non seulement leurs intégrales rectilignes, 
mais.encore et surtout leurs intégrales curvilignes. En effet, la consi- 
dération de ces dernières permet de déterminer directement le nombre 


(1) Œuvres de Cauchy, S.1,T. X. 
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et les valeurs des périodes qui peuvent s'ajouter à la variable indépen- 
dante, etc. | 

D'ailleurs la recherche des propriétés des intégrales devient plus 
simple et plus facile, quand on commence par réduire les équations 
données à des équations dont les deux membres sont des fonctions 
monodromes et monogènes des inconnues et de leurs dérivées. Or on 
peut généralement y parvenir en introduisant dans le calcul de nou- 
velles inconnues liées par des équations finies à celles qui entrent 
dans les équations différentielles. : 

Ainsi, par exemple, dans le mouvement d'une planète autour du 
Soleil, les équations différentielles pourront être réduites à sept équa- 
tions monodromes et monogènes dont l’une sera finie, ces équations 


étant de la forme 
LP mm D,y =», D,2-#, 


Cela posé, concevons que l’on donne, entre une variable indépen- 
dante £ et » fonctions inconnues 


ñn équations différentielles de la forme 


(1) Dire 47 DiveF, étés D,w—=W, 
X, F, ..., W étant des fonctions monodromes et monogènes des 
variables æ, y, 5, ..., u, v, w, t et d’autres variables r, s, ... liées 


aux premières par des équations finies. Le premier soin du calcula- 
teur devra être de rechercher la nature et les propriétés de chaque 
inconnue, par exemple de l’inconnue x, considérée comme fonction 
de 4. On y parviendra surtout en recherchant pour quelles valeurs 
de 4, æ cesse d'être fonction monodrome et monogène de 4. Or ces 
valeurs sont généralement celles qui rendent æ infini, ou X nul, 


5 
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“ . ° > . P a I 
infini, ou indéterminé. Remarquons d’ailleurs que poser = — 0, ou 
bien 


MSOu.ON ‘ss 008 ©, 


c’est établir entre les diverses variables une équation qui peut se 
vérifier pour une valeur particulière de £. 
Soient t cette valeur de 4, et 


UE RP RES RRS ER es 


les valeurs correspondantes de 


Elles ne devront pas, en général, vérifier aussi l’une des équations 


qu’on obtient en supposant l’une des quantités 


F6 À SC OU 


nulle, ou infinie, ou indéterminée. Donc, pour une valeur très petite 


de 4 — t, les différences 


VU Sum ces WW 


seront, pour l'ordinaire, sensiblement proportionnelles à & —t et 
seront même des fonctions monodromes, monogènes et finies de & — t. 
C’est sur ce principe que s'appuie une nouvelle méthode qui, très 
souvent, peut être employée avec succès pour l'intégration d’un sys- 
tème d'équations différentielles simultanées, ainsi que je lexpli- 
querai plus en détail dans un autre article. 
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068. 


CALCUL INTÉGRAL. — Methode nouvelle pour l'intégration 


d'un système d'équations différentielles. 
C. R., T. XLIIL, p. 127 (21 juillet 1856). 

Parmi les résultats auxquels je suis parvenu en m'occupant des 
systèmes d'équations différentielles, il me paraît utile de citer une 
méthode d'intégration que je crois nouvelle, et qui, appliquée à un 
tel système, en fournit souvent avec facilité les diverses intégrales 


ou du moins plusieurs d’entre elles. Cette méthode est fondée sur un 
théorème général dont voici l'énoncé. 


THÉORÈME. — Sotent donnees entre la variable t et n inconnues 
TE. CU RUE 
n équations différentielles du premier ordre 
(1) DIVELAS DIN Dis 7; 
Sotent encore 


m fonctions linéaires des variables x, Vs 3, «.., el Supposons que, les 
valeurs de 
Du, D,», D,w, .. 


étant tirées des formules (1), on trouve 


Du—=Uu, +Uus + Uu, +. 


Do Vin Mu Liv, 4%, 


(2) 


Us Uys Ugs ses Pis Vus Pas cees Wis Was W3s «.. tant de nouvelles fonc- 


Lions linéaires de x, y, z, .... Si les coefficients 


PAR POP EC 


4 
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renfermées dans les fonctions 


MOOMNNS 7: 
peuvent être choisis de manière que 
U;, Us, LE .... Pis Pos V3 cc.) W:, Wo, W3, 
se réduisent à des fonctions linéaires de 
ai 0 a el 
et si d'ailleurs, cette condition étant remplie, on ne peut, des formules 
(3) 0, PEU, w = 0, Sie 
déduire aucune équation dans laquelle les coefficients 
| 6 y 


disparaissent tous à la fois, les formules (3) es es un système 


d’ intégrales des équations données. 


Pour démontrer ce théorème, il suffit d'observer que, dans l’hypo- 
thèse admise, les valeurs générales de &, 6, w, ... s’évanouiront, en 
vertu.des équations (2), si elles s’évanouissent pour un système par- 
ticulier de valeurs des variables y, æ, 3, ..., et que cette condition 
pourra être remplie par la fixation de valeurs convenables attribuées 
aux Coefficiénts æ&, 6, y, .... 

La méthode qui repose sur le théorème que je viens d'énoncer 
offre de nouveaux avantages quand aux équations différentielles don- 
nées on Joint celles qui déterminent de nouvelles inconnues propres 
à représenter des quantités dont l'introduction dans le caleul est 
appelée par la nature même des questions que l’on se propose de 
résoudre. 

Dans un prochain article, je montrerai, par des exemples spéciale- 
ment choisis entre ceux que fournissent la Mécanique et l’Astronomie, 
les avantages que présente la méthode nouvelle pour l'intégration des 
systèmes d'équations différentielles. 
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969. 


FONCTIONS SYMBOLIQUES. — Sur les produits symboliques 


et les fonctions symboliques. 


C. R., T. XLHI, p. 169 (28 juillet 1856). 


La lettre s désignant une fonction d’une ou de plusieurs variables 
indépendantes, concevons que l’on multiplie ses différences, ses dif- 
férentielles ou ses dérivées des divers ordres par d’autres fonctions 
de ces mêmes variables, puis que l’on renferme entre deux paren- 
thèses la somme des produits ainsi obtenus, et qu'après avoir effacé 
partout la lettre s, on se contente d'écrire cette lettre une seule fois à 
la suite de la dernière parenthèse, on obtiendra une expression qui 
se présentera sous la forme d’un produit, et qui sera effectivement 
appelée produit symbolique. Les deux facteurs de ce produit symbo- 
lique seront le multiplicande s et un polynôme symbolique dont chaque 
terme sera le produit d’une lettre caractéristique par une fonction des 
variables indépendantes. Si les termes disparaissent tous à l'exception 
d’un seul, on pourra omettre les parenthèses. Alors aussi le multipli- 
cateur symbolique deviendra un monôme qui pourra se réduire, dans 
certains cas, à une lettre caractéristique indiquant une opération à 
laquelle on soumet la fonction s. 

Comme on l’a fait quelquefois, nous n’hésiterons pas à simplifier 
souvent les formules à l’aide du procédé qui consiste à représenter un 
polynôme symbolique par une seule lettre ou par un seul caractère. 
Nous affecterons spécialement à cet usage les deux caractères V, D, 
que j'appellerai trigone et tétragone, parce que leurs formes sont 
celles d’un triangle et d’un carré. 

La nature d’un facteur ou multiplicateur symbolique dépend de la 
nature des opérations indiquées par les lettres caractéristiques qu'il 
renferme. On peut dire qu’il est une fonction symbolique de ces 
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lettres. On peut même dire généralement qu’il en est une fonction 
entière, attendu que, si aux divers signes d'opérations, c’est-à-dire 
aux diverses lettres caractéristiques, on substituait des quantités 
véritables, le multiplicateur symbolique deviendrait une fonction 
entière de ces quantités. 

D'ailleurs rien n’empêche de faire croître indéfiniment le nombre 
des termes dont se compose un facteur symbolique. Mais alors, tandis 
que ce nombre devient de plus en plus grand, le produit d’une fonc- 
tion donnée s par ce facteur symbolique peut converger ou ne pas 
converger vers une limite finie. Si la limite existe, le multiplicateur 
de s dans cette limite sera encore un facteur symbolique; mais ce 
facteur, composé d’un nombre infini de termes, sera la somme d'une 
série symbolique qui sera dite convergente. Toutefois, et il importe de 
le remarquer, la série pourra être convergente pour certaines valeurs 
ou formes de la fonction s, et cesser d’être convergente, par consé- 
quent devenir divergente, pour d’autres valeurs ou formes de s. Ainsi, 
pour une série symbolique, la convergence peut dépendre,non seule- 
ment des valeurs attribuées aux variables comprises dans la série, 
mais en outre de la nature de la fonction qui doit être multipliée par 
la somme de cette série. 

Supposons maintenant qu'une série symbolique soit convergente 
et que la somme de la série puisse être exprimée en termes finis par 
une certaine fonction algébrique ou transcendante, dans le cas où 
l’on remplace les lettres caractéristiques par des quantités variables. 
La somme de la série symbolique sera naturellement exprimée par la 
même fonction algébrique ou transcendante, si l’on substitue à ces 
quantités variables les lettres par lesquelles on les avait d’abord rem- 
placées, et l’on obtiendra ainsi ce que nous appellerons une fonction 
symbolique algébrique ou transcendante. Toutefois, cette fonction ne 
pourra pas être appliquée sans restriction, comme facteur symbo- 
lique, à un multiplicande quelconque s, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables indépendantes comprises dans ce 
multiplicande; et, le plus ordinairement, il faudra renfermer ces 


OEuvres de C.—S.1,t. XII. 44 
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valeurs entre certaines limites, pour qu’il soit permis de multiplier s 
par la fonction symbolique. 

Les fonctions symboliques, telles que je viens de les définir, ont 
déjà été introduites par les géomètres dans quelques formules de 
haute Analyse. L'usage habituel de ces fonctions dans les Calculs dif- 
férentiel et intégral offrirait de grands avantages; mais ces avantages 
seraient contrebalancés par de graves inconvénients, si l’on ne com- 
mençait par déterminer les conditions de convergence des séries 
symboliques, ou, ce qui revient au même, par rechercher dans quel 
cas on peut à un multiplicande donné appliquer une fonction symbo- 
lique donnée algébrique ou transcendante. 

J'ai déjà, dans le Mémoire lithographié de 1835 (!)}, traité cette 
question, en m’appuyant pour la résoudre sur .une formule générale 
que j'avais donnée dans le Mémoire du 11 octobre 1831 (?). Mais il 
m'a semblé qu’on pouvait simplifier et perfectionner encore, même 
après les travaux récents de quelques géomètres sur des sujets ana- 
logues, les résultats auxquels j'avais été conduit. Comme, parmi les 
fonctions transcendantes, les exponentielles sont celles qui repa- 
raissent le plus souvent dans l’Analyse, il était nécessaire de consi- 
dérer spécialement les exponentielles symboliques, et de rechercher 
avec soin leur nature, leurs propriétés et les conditions de conver- 
gence des séries symboliques dont elles représentent les sommes. Ces 
motifs ont dû m'engager à fixer particulièrement sur ces exponen- 
tielles l’attention du lecteur. 


ANALYSE. 
$ [ — Produits symboliques. 


Soit s une fonction donnée d’une ou de plusieurs variables indé- 
pendantes. Pour indiquer les différentielles totales et partielles de s, 
je Joimdrai à la notation de Leibnitz celle dont je me suis constamment 


(1) Œuvres de Cauchy, S. I, T. XV. 
(2) Zbid., S. I, T. XI. 


EXTRAIT N° 569. 347 


servi dans mes Leçons à l'École Polytechnique. En conséquence, j'in- 
diquerai la différentielle totale par la lettre caractéristique d, et les 
différentielles partielles relatives aux variables æ, y, 3, ..., par cette 
même lettre au bas de laquelle j'écrirai comme indices ces mêmes 
variables. Alors, les différentielles partielles étant indiquées par les 
lettres caractéristiques ( 


on aura généralement 
(1) ds = ds + d,s + d,s +.... 


De plus, en appelant dérivée totale et dérivées partielles ce que deviennent 
la différentielle totale et les différentielles partielles quand on réduit 
à l'unité la différentielle de chacune des variables indépendantes, je 
remplacera la lettre d par la lettre D, quand il s’agira de représenter, 
nôn plus des différentielles, mais des dérivées. Cela posé, l’équa- 
tion (1) entraînera évidemment la suivante : 


(2) Ds = Des +D,s + D;s+.... 


Enfin je désignerai par 
As 
la différence ou variation finie de s, correspondante à des variations 


finies et simultanées 
Aæ, Ay, Az, 


des variables 
MTS svt 
et, quand il s'agira de représenter une variation finie de s corres- 
pondante à une variation finie Ax, ou Ay, ou Az, etc., d’une seule 
variable æ, ou y, ou 3, etc., je placerai cette variable comme indice 
au bas de la lettre caractéristique A, en substituant à la notation As 
l’une des notations 
À,3- À,t;::A,s, 

Quant aux différentielles, dérivées et différences des divers ordres, 

je suivrai, pour les représenter, le procédé universellement admis, et 
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quand il s'agira d'indiquer une différentielle, une dérivée ou une dif- 
férence de l’ordre n, relative à toutes les variables ou à l’une d’elles, je 
remplacerai la lettre caractéristique adoptée pour le premier ordre par 
la puissance ni®e de cette lettre caractéristique. Ainsi, par exemple, la 
dérivée du sixième ordre de la fonction s différentiée une fois par rap- 
port à æ, deux fois par rapport à y, trois fois par rapport à 5, sera 
représentée par la notation 
D, D? Ds. 


Ces conventions étant adoptées, concevons que les différentielles, 
dérivées et différences finies des divers ordres de la fonction s soient 
respectivement multipliées par de nouvelles fonctions X, F, Z, ..…., 
des variables indépendantes æ, y, 3, ..., puis qu'après avoir ren- 
fermé entre deux parenthèses la somme des produits ainsi obtenus, 
on enlève la lettre s à chacun de ces produits en la transportant à 
la suite de la seconde parenthèse et l’y écrivant une seule fois. On 
obtiendra une expression par laquelle nous représenterons encore la 
somme trouvée ; et cette expression sera un produit symbolique. Ainsi, 
par exemple, en opérant comme on vient de le dire, on transformera 


la somme 
À des + Fd,s + Zd;s +... 


en un produit symbolique, et dans ce produit, représenté par la nota- 


tion 
(#Æd;+ Fd,+Zd:+...)s, 


le multiplicateur sera le polynôme symbolique 
Æd:+Fd,+Zd:+.... 


Si l’on représente ce multiplicateur par le trigone V, l’équation sym- 
bolique 


(3) V=Xd,.+Frd,+Zd, +... 
entrainera toujours avec elle la formule 


(4) Vs = X'des + Fd,s + Zd;s +... 
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Si la quantité variable Vs que détermine l'équation (4) est à son tour 
soumise une ou plusieurs fois de suite au système d'opérations qu'in- 
dique le trigone V, alors, à la place de Vs, on obtiendra successive- 
ment le troisième, le quatrième, ... terme de la série 


(5) mn vs, VVa, VVYE 


En suivant encore ici le procédé à l’aide duquel on exprime les diffé- 
rences, différentielles et dérivées des divers ordres, j’écrirai simple- 


ment 

vs... Va 
au lieu de 

VV, VYVWY, 


Cela posé, les divers termes de la série (5), exprimés par les nota- 
tions 


(6) 6 .Ns Ns. VE 


.…. 


seront les produits symboliques de la fonction s par les diverses puis- 
sances entières, nulle et positives du facteur symbolique V, ou, ce 
qui revient au même, par les divers termes de la progression sym- 
bolique 


(7) HV nv, 
Dans le cas particulier où l’on a 


AE 3 À Pr: 


le trigone V déterminé par la formule (3) se réduit à d, et le produit 
symbolique Vs à la différentielle totale ds. Alors aussi V' et V's se 
réduisent à d” et ds. 

Le cas où la fonction s est monodrome et monogène par rapport aux 
variables +, y, 3, ... pour des valeurs quelconques attribuées à ces 
variables, ou du moins tant que ces valeurs restent comprises entre 
certaines limites, mérite une attention spéciale. On a, dans ce cas, 


des —D,sdx, d,ys=—D,sdy, 


(8) 
re =deb,, d,y —dyD,, 
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et par suite, en nommant a, b, e, … les valeurs attribuées aux diffé- 
rentielles dæ, dy, ds, ..., on tire de l'équation (4) 


(9) Vs—a#D,s+bFD,s+cZD,s+.... 
Alors aussi la formule (3) donne 
(10) V=aXD,+0rD,+cZD,+...…. 


Si chacune des constantes a, b, c, ... se réduit à l'unité, on aura 


simplement 


(11) V=Æ4D;+FD,+Z2D.,- 


Enfin, si chacune des fonctions X, F, Z, ... se réduit aussi à l’unité, 
on aura 
V=D,;+D,+ D.'+4.:.=7D: 

Le facteur V, défini par l'une des équations symboliques (9), (ro), 
(11), est une fonction symbolique, non seulement entière, mais 
linéaire et homogène des lettres caractéristiques d,, d,, d,, ..., 
ou D,, D,, D,, .... La zime puissance du facteur où V* est encore 
une fonction entière et homogène de ces lettres, non linéaire, mais 
du degré 7. 

Le produit de deux ou de plusieurs facteurs symboliques dépend 
généralement de l’ordre dans lequel les multiplications s'effectuent. : 
Ainsi, par exemple, si l’on pose 


VA D,, H=D,, 
on aura, en vertu des règles de la différentiation, 


Vis = A D,D,$, 
par conséquent 


et 
OVs=Æ4D,D,s+D,#D,s, 


par conséquent 
OV=—4D,D,+D,4D., 
et 
QV=VO +D,4#D.. 
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Donc alors les produits DV, OV ne deviendront égaux entre eux que 
si la fonction X cesse de renfermer la variable y. 

Lorsqu'un facteur symbolique est la somme de plusieurs termes 
respectivement proportionnels aux lettres caractéristiques d,, d,, 
d,, ... ou D,, D,, D., ..., les règles connues de la différentiation 
suffisent à la détermination des termes dont se compose une puis- 
sance quelconque de ce facteur. Les mêmes règles déterminent aussi 
les divers termes dont se compose le produit de plusieurs facteurs 
symboliques de l'espèce indiquée. 11 y a plus : ces règles fourniront 
encore le produit de plusieurs facteurs symboliques dont chacun 
serait la somme de plusieurs autres. Les formules ainsi obtenues 
seront précisément celles qui se rapportent à la multiplication des 
sommes de quantités, avec cette différence toutefois que, dans le cas 
où les quantités sont remplacées par les facteurs symboliques, on 
doit tenir compte de l’ordre dans lequel les multiplications s’effec- 
tuent. Ainsi, par exemple, si la somme V de plusieurs facteurs sym- 
boliques V,, V,, V,, ... est multipliée par un autre facteur symbo- 
lique D, l'équation 


(12) V=Vi+Vi+V;+... 
entrainera la suivante 

(13) OV = OV, + OV,+ OV,+..., 
et l’on aura aussi 

(4) VO = V,0 + V, 0 + V, 0 +... 


Mais la formule (13) ou (14) deviendrait généralement inexacte si, 
dans l’un des produits qu'offre le premier ou le second membre, on 
renversait l'ordre des multiplications. Pareillement, si l’on suppose 


(19) V=Vi+ Vs, 
on en conclura 


(16) 'E- Vi + Vi V:+ Va Vi + LT 
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Mais, le produit V,V, étant généralement distinct du produit V,V,, la 
réduction de la formule (16) à la suivante 


(17) V?= V? +2V,V, + Vi 


ne sera permise que dans certains cas spéciaux. Les réductions de ce 
genre s’effectueront, par exemple, si l’on emploie des facteurs sym- 
boliques dont chacun, exprimé à l’aide des lettres caractéristiques, 
en soit une fonction linéaire à coefficients constants. 

Ainsi, en particulier, en élevant à la puissance du degré 2 les deux 
membres de chacune des formules symboliques 


d = d; + dy + ds +. 
(18) : 
{D—=D;+D,+D:+..., 


on obtiendra, pour déterminer d” ou D” considérés comme fonctions 
entières des lettres caractéristiques d,, d,, d,, ... ou D,, D,, D,, ..., 
des formules parfaitement semblables à célles auxquelles on parvien- 
drait si ces lettres représentaient de véritables quantités. 

Concevons maintenant que, 


5, S, Si Sa, 
étant des fonctions entières monodromes et monogènes des variables 
indépendantes 
RS ET 
on pose 
(19) Os =Ss+S, ds+S, d's+...+S,d”s, 


et que l’on demande la valeur s de [s correspondante, non seulement 
à des valeurs données a, b, ce, ... des variables æ, y, 3, ..., mais 
encore à des valeurs données &, 6, y, ... de leurs différentielles dx, 
dy, dz, .... Pour obtenir s, il suffira évidemment de poser, dans s, 
D Oui ve vs 


(20) æ—=at+a, y =6t+ D, 32—=Yyt+c, + 
puis d'effectuer les différentiations relatives à £, et de prendre ensuite 


(21) FE O, 1: ER D 
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D'ailleurs Ds sera de la forme indiquée par l'équation (19) si l'on a 


(22) ; Lise ve 
et 
(23) V — od, 


w étant une fonction monodrome et monogène des variables indépen- 
dantes æ, y, 3, 

Si les différentielles dæ, dy, dz, ... se réduisent toutes à l'unité, la 
formule (19) sera réduite à 


(24) Us—Ss+S,Ds+S,D's+...+8S,D's, 
et la formule (23)à  : 
(25) : Fu 


Dans cette dernière hypothèse, les valeurs données de dx, dy, ds, 
ne pourront différer de l'unité : par conséquent les formules (20) 
devront être réduites aux suivantes : 


(26) LIÉE RH à; Y=t+ b, z=t+6c, 


Enfin, si les valeurs données des variables æ, y, z, ... se réduisent 
toutes à l'unité comme celles de leurs différentielles dx, dy, ds, ..., 
alors, pour obtenir la valeur s de V's, en supposant V — wD, il suffira 
de poser, dans les fonctions s et w, 


ES VS E: si, 


; 
et de réduire ainsi V"s à une fonction de la seule variable x, puis de 
réduire ensuite cette variable à l’unité. 

Concevons, pour fixer les idées, que, #2 étant le nombre des 
variables} y; 5, ..., on ait 


(27) ET dt EX diet US VE 
Alors, en posant 


OEuvres de C.—S.1,t. XII. 


= 
Qt 
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on aura 


PIE uamaS Ée, 
Ns ss: me "1, 
Vis=sDVs— m(2m+i)x-3"-?, 


et généralement 


Vrs=s DV As (a) Um(amt+s).. .(am+n—1)xz RARES 


Donc, en réduisant x à l’unité, on trouvera 


(28) S—(—1})}"-! m(am +1) (3m+2)...(nm “ n—1). 


S IE. — Aéduction du nombre des variables dans les fonctions symboliques. 
Limites supérieures aux modules de ces fonctions. 


Le procédé dont je me suis servi à la fin du $ I, et des procédés 
analogues, permettent de transformer des fonctions symboliques de 
plusieurs variables en fonctions symboliques d’une seule variable. 
Les transformations de ce genre offrant le moyen de rendre plus 
facile la détermination symbolique, je vais un instant y revenir. 

Considérons un produit symbolique | 


CLS 


dans lequel chacun des deux facteurs [, s représente une fonction 
des variables indépendantes +, y, 3, ... qui demeure monodrome, 
monogène et finie, du moins entre certaines limites, le premier fac- 
teur [ étant en outre une fonction entière de l’une des deux caracté- 
ristiques D, d. Si Ü renferme seulement la caractéristique D, alors, 
pour transformer Üs en une fonction symbolique d’une variable auxi- 
liaire £, il suffira d'écrire partout, dans les facteurs D et s, à la place 
des variables indépendantes 


les binômes 


LA 
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et, à la place de la caractéristique D, la caractéristique D,, sauf à 
poser, après les différentiations, 
É-5O: : 
Si [] renfermait seulement la caractéristique d, alors, pour trans- 


former [ s en une fonction symbolique de £, il suffirait de remplacer, 
dans les facteurs [ ets, les variables 


T, Ÿ» 3 
par les binômes 
æ+tdz, y+tdz, 34+tdxr, ..…, 


puis chacune des caractéristiques 
dj'dù dd; 


= 


par la seule caractéristique D,, sauf à poser ensuite { — 0. 
» 
Concevons, pour fixer les idées, que la fonction $s se réduise à la 
fonction w déterminée par la formule 


0 LA A TA en 10 


t, 1), 3, ... désignant des quantités qui ne dépendent pas de x, y, 
3, .... Supposons encore que [ renferme la seule caractéristique d, 
et soit de la forme | 


(2) G=V", 


V étant déterminé par la formule 


(3) V='oœd; 
on aura 
(4) O © = V'o 


ou, ce qui revient au même, 


(5) Üw =(wd)'w; 
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de plus, en opérant comme on vient de le dire, et posant 


; dæ 1 2 RSR 2 C RÉDORE. 
Re ed RO Ps à 


8 2 it 
(6 bis) T=(1-— 3) (1%) (1-7) ur 


\ 


on devra, dans l'équation (5), remplacer © par w7, d par D,, et l'on 
trouvera, en conséquence, 


(3) Do =w"r"1(7TD,}) À 


7 
t devant être annulé après les différentiations. Si, pour abréger, on 
pose 

(8) Q; = (TD,)'T, 

t étant réduit à zéro après les différentiations, on aura simplement 
(9) us Lu = or ri. 


Des deux facteurs que renferme le second membre de la formule (9), 
l’un w**! est une fonction connue des quantités æ, y, =, ..., #, , 
3, .….., et pour qu'il conserve une valeur finie, il suffit que les modules 


des variables 


soient respectivement inférieurs aux modules des quantités 
F, D, 3 


J'ajoute que, si cette condition est remplie, l’autre facteur Q, aura 
lui-même une valeur finie, et qu'il sera facile d’assigner une limite 
supérieure à son module. Effectivement, eu égard à la formule (3), 
la fonction symbolique 

(TD,)'T 
sera une somme de termes dont chacun sera le produit de 7 pour des 
facteurs de la forme ; 


ROSE END à CREUR PH 
t ÿ ? t g" ? RE 
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h', h", ... étant des nombres entiers qui vérifieront la condition 
kh+h'+...—=n. 


Comme d’ailleurs, en posant 
| e 


après les différentiations, on aura 


set ALT ! ETES 
Dé: D#(1— %) a ÉGDS SES + h 1) ju 


: à dé J : k , | 
il est clair que, si l’on nomme > le plus grand des modules qui appar- 


. ll L Ll . pr. à 
tiennent aux rapports 2: 3%» z» :::: le module de Q, sera inférieur 
au produit 


2 


N 
gr 


N étant le nombre entier auquel se réduit Q, quand on suppose 
EE DER RE 
Mais, dans cette supposition, on a 
| PRG, 
m désignant le nombre des variables æ, y, z, ..., et par suite 
Q,—=m(2m+i1)(3m+2)...(nm+n—1). 


Donc, si l’on nomme 2 le module de w, la formule (9) fournira pour 
le module de Cjw un nombre égal ou inférieur au produit 


(10) Naf)" 


N étant le nombre entier que détermine la formule 
(11) N=m(am+i)(3m+2)...(nm-n—1). 
I importe d'observer que, dans les formules (3) et (5), on a 


(12) d=—dzD;+dyD,+ d:D,+..., 
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et que les différentielles 


dz, dy, ds, 


des variables indépendantes æ, y, 3, ... peuvent être des fonctions 


données 


des quantités #, y, 3, ... qui ne dépendent pas de æ, y, =, 
Admettons cette hypothèse, et désignons par la lettre caractéris- 


tique ® ce que devient alors d. On aura 


(13) De FD END DRE, 


et les formules (3), (5) seront remplacées par les suivantes : 


(14) V=ow®, 


(19) lo —=(w®)tw,. 


D'ailleurs, dans l’expression (ro), qui représentera toujours une 


. . SA Li 
limite supérieure au module de Uo, le rapport ; sera le plus grand 


des modules qui appartiendront aux rapports 


(16) ; 2 ) 


Concevons maintenant que, / étant l'un quelconque des nombres 


entiers 
on nomme 


ce que deviennent 


o, ® et V=0®, 


on substitue un système analogue de quantités désignées par les 


mêmes lettres affectées de l'indice Z. Soient encore 


8/» Ü, 
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ce que deviennent 
w et. 0 


pour le nouveau système. On aura 
(17) Vi 1 D; 


et, si l’on détermine la fonction symbolique Üow, non plus par la for- 
mule (4), mais par la suivante 


(18) Do =V,V,1...VVo, 


le module de Co sera inférieur à l'expression 
(19) NE, 


qui, dans ce cas, remplacera évidemment le produit (10). Par suite, 
ce module sera encore inférieur au produit 


(20) va(5)° 
si l'on désigne par #, non plus le module de w, mais le plus grand des 


modules appartenant aux termes de la suite 


O3 Gys Dos +... On 


et par 5 le plus grand des rapports 


Le I I 
ü, Oo : Ü, 


Concevons à présent que les fonctions 


des variables indépendantes 
CIE CR 


restent monodromes, monogènes et finies tant que les modules de 
ces variables sont inférieurs à certaines limites 


) PRÈS PUCES à 
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et, en les supposant tels, prenons dans la formule (2) 
(21) V=ÆD,+r7D,+7ZD.+.... 

La fonction symbolique 


(22) "Cr vts 


aura une valeur finie dont le module sera inférieur à une certaine 
limite que nous allons déterminer. 
Nommons 
Fo Ur 29 


des variables auxiliaires dont les modules soient constants, mais res- 


“ 


pectivement inférieurs aux limites 


: PÉTER Ée 
w une fonction de 


PA PCT à ces €, D, *, "v2» 


déterminée par la formule (1), et s ce que devient s quand on y rem- 
place æ, y, 3, ... par #, 1, 3, .... Supposons, en outre, que, / étant 
l’un quelconque des entiers 


JOUER, SU MSP Er UE À 


on désigne par 
7, Ds 34, 


d’autres variables auxiliaires dont les modules respectifs soient encore 
inférieurs aux limites 


et par 


ce que deviennent 

AR AL A 
quand on y remplace +, y, z, ... par #,, 1), 3, .... Enfin, nommons w, 
ce que devient © quand on y remplace +, D, 3, ... par #, 1, 3 ...: 
conservons aux notations ®/, V, les significations ci-dessus admises, 
en sorte qu’on alt 


(17) V,=w;®;, 
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®, étant déterminé par la formule 

(23) PUR +eD +30, +... 

et concevons que l’on attribue aux variables 
M'Y 4 

des modules respectivement inférieurs à ceux de 


AR RS NA 


et de 


“Vis D 
La formule (5) de la page 336 donnera | 
(24) s— JL(ws), 
et l'on trouvera pareillement 
(25) | V— M (w:D,) = M V, 


la moyenne isotropique qu'indique la lettre caractéristique % étant 
relative, dans la formule (24), aux arguments des variables auxi- 


liaires 
x, y, 3 RTS 


et dans la formule (25) aux arguments des variables auxiliaires 


y Us 34, 
Cela posé, on aura non seulement 
(26) Vs— A (s Vo), 
mais encore | 
(27). Vo M (Viu),  VViu— OR (Vi Viu), : .…., 
et de l’équation (26) jointe aux formules (27) on tirera 
ta) | Vns = (0 VV, VVio), 


la moyenne isotropique qu'indique le signe 9 étant relative aux argu- 
OEuvres de C.—S. 6 XH: 46 
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ments de toutes les variables auxiliaires. D'ailleurs, si l’on attribue 
aux nombres W, 0, # les valeurs qui leur ont été assignées dans l’ex- 
pression (20), le module du produit symbolique 


x "à, 208 ….. V,V. G) 


sera constamment inférieur à cette même expression. Donc, en vertu 
de la formule (28), le module de la fonction symbolique 


Os Vers: 


sera inférieur au produit de l'expression (20) par la limite s que ne 
peut dépasser le module de s. Ainsi le module de Os — Vs sera infé- 
- rieur au produit 


(29) _ Nse (3) | 
Concevons maintenant que, £ étant une nouvelle variable distincte 


deæ, y, =, .., et V étant toujours déterminé par la formule (21), on 


construise la série 


3 He DRE TA 
0) Sue ts re NM rs 
{ ) M) DOME NE D 
dont le terme général est 
| en , e 
(31) - — Vrs 
12,51 


D'après ce qu'on vient de dire, le coefficient de 4 dans l'expres- 
sion (31) offrira un module inférieur au produit | 


: N 8\” 
102 (0) 


D'ailleurs, la valeur de N étant donnée par la formule (11), le module 


de la série qui aura pour terme général le rapport 


LÉ 


sera 
m +1. 


V4 ) THE 
{ ÉTÉ 
UNIVERS I 1 


V hs 
a 
RRCALIFOR Led 


SZ 
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Donc la série dont le terme général est l'expression (31) aura pour 
module le produit : 


VAR I 


(33) 
et la série (30) sera certainement convergente, si le module de £ est 
inférieur à l'inverse du rapport (33), c’est-à-dire à 


6) 
(m+1)8 


(34) 


Si, dans cette hypothèse, on nomme Us la somme de la série, on aura 
; t y: 

(35) TS SN ARRET PARLER 

D'ailleurs, lorsque V représente une quantité, on a identiquement 


t £* NE 
(36) 1r=VE Ve... =, 


et par suite l'équation (35) se réduit à 
(37) O — ets. 


Done, si l’on étend la formule (36) au cas où, V étant un facteur sym- 
bolique, la série (30) est convergente, la somme Üs de cette série sera 
déterminée par l'équation symbolique | 


(38) Css es, 


Mais cette équation ne subsistera que dans le cas où la série (30) sera 
convergente, et c’est dans ce cas seulement qu'il sera permis d'appli- 
quer à la fonction s le multiplicateur symbolique 


Lorsque, 2 et 0 étant des quantités finies, 0 ne s’évanouira pas, on 
pourra toujours, en attribuant au module de £ une valeur suflisam- 
ment grande, choisir ce module de manière que la série (30) soit 
convergente. Donc alors il sera possible d'appliquer à la fonction s le 
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multiplicateur symbolique e‘°, au moins pour des valeurs de # suffi- 
samment rapprochées de zéro. 
Si dans la formule (21) les fonctions 


rY r 


se réduisent à des constantes, alors en représentant ces constantes 


par 
; dr, 07 08, 5, 


on réduira cette formule à l'équation 
(39) Vet, 
et l’équation (38) donnera simplement 


9 


t 
(4o) Ds=efts—s+-ds+ MS. 


1.2 
Le dernier membre de cette dernière formule reproduit, lorsqu'on 
suppose { — 1, la série de Taylor qui sera convergente tant que les 
accroissements attribués aux variables æ, y, =, ... n'offriront pas des 
modules pour lesquels la fonction s cesse d’être monodrome, mono- 
gène et finie. ne 

Dans un prochain article, je donnerai l'application des principes 
ici exposés à l'intégration des équations différentielles simultanées 
et des équations aux dérivées partielles. On retrouve ainsi des condi- 
tions du genre de celles que j'ai données le premier dans le Mémoire 
de 1835, c’est-à-dire des conditions auxquelles un système d'équa- 
tions différentielles doit satisfaire pour que ces équations admettent 
des intégrales qui, du moins entre certaines limites, demeurent mo- 
nodromes et monogènes. 
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FONCTIONS SYMBOLIQUES. — Sur la transformation des fonctions 
symboliques en moyennes isotropiques. 


C. R., T. XL, p. 261 (4 août 1856). 


La transformation d'une fonction symbolique donnée en une 
moyenne isotropique peut être avantageusement appliquée à la 
recherche des propriétés de cette fonction. Aïnsi, par exemple, 
une limite que ne pourra dépasser dans la moyenne isotropique le 
module de la quantité renfermée sous le signe 3% sera encore évi- 
demment une limite supérieure au module de la fonction symbo- 
lique, et, si cette fonction est le terme général d’une série ordonnée. 
suivant les puissances ascendantes d’une variable, il sera possible 
d’assigner au module de cette variable une Jimite au-dessous de 
laquelle il pourra varier sans que la série cesse d’être convergente. 
Dès lors, on conçoit l'utilité de toute formule qui convertit une fonc- 
tion symbolique en moyenne isotropique. J'ai déjà, dans la dernière 
séance, donné une formule de ce genre, l'équation (28) de la page 361. 
Mais à cette formule je vais en joindre deux autres qui paraissent 
dignes d'attention, et offrent même cétte particularité remarquable 
qu'elles ne renferment plus sous le signe 9 aucune lettre caracté- 
ristique. Je commencerai par établir les deux nouvelles formules, 
puis j'exposerai les conséquences importantes qui s’en déduisent. 


ANALYSE. 


Soient 


æ une variable indépendante ; 
f(æ) une fonction de cette variable, 


Soit encore # un accroissement fini attribué à la variable, et suppo- 
sons que la fonction reste monodrome, monogène et finie, tant que le 
module de l'accroissement ne dépasse pas une certaine limite. On 
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aura, dans cette hypothèse, 


(1) (or me: 


et l’on en conclura, en désignant par x un nombre entier, 


‘ n FN f(x) ; 
(2). DEMI LA ROUTE pen 
puis, en réduisant æ à zéro, 
(3) fa (0)= 1.2... 0). 


Si, dans cette dernière formule, on remplace f(x) par f(x ++), elle 


donnera 
(4) DSC) == OR Fee 
ou, ce qui revient sé même, 

© (3)  Dif(z)=T(r +nD)M- fe ci 


_ Si l’on suppose en particulier » = 1, on aura simplement 


(6) D, f(æ) = M si 


D'ailleurs, la formule (5) s'étend au cas même où l’on aurait » — 0, 
et donne alors 


(7) f(x) = JL f(x ++). 
Les formules (5), (6), (7) offrent le moyen de transformer une 
fonction symbolique d’une ou de plusieurs variables en moyenne is0- 


tropique. Entrons à ce e sujet dans quelques détails. 


Soient 
Œ, Vi: EN 


m variables indépendantes. Soient encore 
LES, AE cui à 


des fonctions de ces variables, qui restent monodromes, monogènes 


D 
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et finies, tandis que l’on attribue à ces variables des accroissements 
dont les modules demeurent inférieurs à certaines limites 


Xÿ Y, 2, 


Enfin posons 

(8) Med Dit FD, HZ Dit. 
et | 

(Hit ju à. == VA 


Pour transformer en moyenne isotropique la fonction symbolique 
(10) Os= Vr $, 
il suffira d'opérer comme il suit. 


Désignons par en 
x x, y», 3 


dès accroissements simultanément attribués aux variables 
Ty Vs 55 .-..; 
soit encore $ ce que devient s, quand on attribue à æ, y, =, ... les 


accroissements F, 1}, 3, -.., et posons 


! 
L 


RTE 
— +... 
y 


s à WE ES he, je 


ti 
Si les modules de +, 9, 3, ... sont respectivement inférieurs aux 


limites x; y, z, ..., alors, en vertu des formules (8)'et (6), on aura 
évidemment : 


(12) ne Vs — M(ws). 
Concevons maintenant qu’aux accroissements 
r, D, 3 


des variables. æ, y, 3, -.. on ajoute successivement et à diverses 
époques d’autres accroissements 


Lys Vas is +. Fos Das Das +..5 Xn—1s Vn-1s Dn—15 +.) 


| 
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et que ces divers accroissements offrent des modules constants. Sup- 
posons d’ailleurs les accroissements primitifs 


"AE MES 


et ceux qu’on leur ajoute, choisis de manière que les modules des ac- 
croissements successifs d’une même variable fournissent une somme 


inférieure 
pour la variable x, à la limite x, 
pour la variable y, à la limite y, 
pour la variable 3, . à la limite z, 
LME CRIE ! DÉS RAIUEE 
Soient 
5, À Ÿ, 3, 
ce que deviennent. Fe 
L'ACTU 


quand on attribue aux variables +, y, 3, ... les accroissements +, y, 
3, .….. Enfin, / étant l’un quelconque des entiers 


0: DUR M AU OS 


désignons par | | 
875 %;, V;, 3,, " 


ce que deviennent 


CARTE ETAT .Dy-s, 3,1, …. 


lorsqu'on attribue à æ, y, =, ... les accroissements t,, 1}, 3, :.., en 
effacant l'indice / — 1 dans le cas où l’on a 


tt, l=—1=0; 
et posons généralement 
nd Ne. à 
(13) WE ee + Sie 
*i Je MP 


Pour convertir en moyenne isotropique non plus Vs, mais V?s, Vs, ..., 
il suffira de substituer à l'équation (r2) les formules 

(14) V?s — AL (0 181), 

(15) Vis—IR (ou: W283), 


He PAROLE LS PM DE NS 90, E 2 2 HA 369 
et l’on trouvera généralement | 

(16) Os = Vs —. M (o ww, FEES SP UM 
On peut encore, avec succès, appliquer la formule (5) à la question 


ici traitée en opérant comme il suit : 
Concevons d’abord que, s étant toujours fonction des variables 


FO 
M Ÿé. SUR 


le tétragone [' renferme, avec les lettres caractéristiques 


z 


NS à A à EL 
de nouveaux systèmes de variables 
Lis Y1 Zise..s Las Y'a» Tas +. RES CAT ns Tns 


distinets du système ‘ 


et les lettres caractéristiques | 
D D D D on leu Des... 
Concevons encore que, / étant l’un quelconque des entiers 


. , | AR SAN DAT RES 
on désigne par 
: Are Thai Eh 


ce que deviennent les fonctions ci-dessus nommées 
ss > LAS 0 DR 


quand'on y remplace æ, y, 5, ... par æ,, Yr 35 -..3 prenons 


| Vi= AD: + D, +. CRE Dz.) 
(7) enon pet RSS de 
ér | +Z(D:+Di +...+Ds,) 


l'indice / — 1 devant être effacé dans le cas où l’on a 


ls, REP E 
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et posons se KPE % 
(18) MU PATES UT E 


* 


Représentons d’ailleurs par 


des accroissements attribués aux variables 


Lis Ÿts Zh .. 
par … | 
,, LPA 3,, 


ce que deviennent, quand-on tient compte de ces accroissements, les 


fonctions 
À, Fi, Zi; he 


_et supposons les modules de 
- | #/s vs 34 


constants, maIs tellement choisis que, pour ces modules ou pour des 
modules plus petits, les fonctions : 

2 V8 
ne cessent, pas d’être monodromes, monogènes et finies. Enfin soient 
LAURE He su RS BE BL RS £ RAF J Jus Ye & RE Ce 


des clefs analytiques assujetties à la seule condition que, dans une 
fonction entière de ces clefs, l’on substitue finalement à la ie puis- 
sance de chacune d’elles le produit 


z RS NE E(R ET}, 
et posons 


| | u=(£ +2 +), 
x F; Xp 
; 6. 64 | #) 
+= + +. Re 
(19) È Di Dr : 
+ (4 S'ÉEr +7) 
, 3 31 311 


RS EE EE De de à 5 D DUR TPS, CA EE D A 
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On aura évidemment, en vertu de l'équation (18) jointe aux for- 
mules (5) et (19), 


(20) Os = (©, @n-1...00 015). 


Si maintenant on veut que la formule (20) fournisse une valeur de la 
fonction [ s déterminée par l'équation (10), il suffira de poser 


nn ni =: St Se Do. 
Fn—=Ynnr—=...—=Y1—=}, 
En — Sn — = Si — 3; 


par conséquent, il suffira d'admettre que, dans l'équation (19), 
X,, V,, 3,, 

représentent ce que deviennent les fonctions: 
SOS A 1 


quand on attribue aux variables 


des accroissements 
; E/5, Dis 36 

dont les modules constants sont respectivement inférieurs aux limites 
ci-dessus exprimées par les lettres 


. 


) RSA LEUR D 


“ 


Les formules (16) et (20) sont celles que nous nous étions proposé 
d'établir. Dans la seconde comme dans la première, on peut supposer 
égaux entre-eux les modules constants des divers aceroissements rela- : 
tifs à une même variable, par exemple des accroissements 


x, X1» LETE RE | *n 


relatifs à la variable‘ x. Mais, tandis que dans la formule (20), 
chacun de-ces modules est seulement assujetti à rester au-dessous 
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de la Timite x, c'est leur somme qui, dans la formule (16), doit rester 
inférieure à la limite x; et il est clair que cette condition abaisse 


chacun des modules égaux au-dessous de la limite 7 D'ailleurs, la 


formule (20) renferme des clefs analytiques qui doivent en être fina- 
lement exclues à l’aide des transmutations de la forme 


(21) læ|=T(n). 


Mais, la transmutation (21) pouvant s'écrire comme il suit 


(22) Lel= f° a—le-t da, 


“0 
on pourra évidemment supposer que dans la formule (19) 
œ;, 6, 1» et De Xi 61, 715 SUN Ans Css ns 


représentent non plus des clefs analytiques, mais de véritables quan- 
tités, pourvu qu'en même temps à la formule (20) on substitue la 
- suivante : | 


® pe | ë dé 
< 2 5 dax d6...dax,; d6,.. 
(23) Üs ei J HET e—t—6—..—2,—6,—... JT (w: pie 8) ñ n 
0 «0 ; 


FP 
aB si Bux: 


On peut aisément de chacune des formules (16), (20) déduire une 
limite supérieure au module de la fonction symbolique 


"Lis = Vrs 


Effectivement, soient 
sh De, 


des nombres respectivement inférieurs aux limites 


Xy Os 2 2.35 
et. 
GX: Y, 4; 


les plus grandes valeurs que puissent atteindre les modules des fone- 


tions : 
RS PU 


lorsque dans ces fonctions on attribue à æ, y, 7, .…. des accroisse- 


. H . 
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ments dont les modules ne dépassent pas les limites 

a, % e, ia 
enfin réduisons aux rapports 


a b c 


— — —, ... 


7è I LL 
les modules des accroissements représentés dans la formule (11) par 
ls: Vs 3, .. 
et dans la formule (13) par 


X/» Vs 31 5 


w et ow, offriront, en vertu de ces formules, des modules inférieurs à 


la limite 


nK, 
la valeur de K étant 
(24) se Ke à 
s a b €. 


et par suite le module de la fonction symbolique 
Us=Ves 

sera, en vertu de la formule (16), tférieur à la Himite 

(25) LR | 


Soient maintenant 
dB: Gs 2%: 
les plus grandes valeurs que puissent acquérir les modules des fonc- 
tions a . 
$s, A Ÿ RE 7, .. 
lorsque dans ces fonctions on attribue à æ, y, =, ..: des accrois- 
“sements dont les modules sont précisément a, b, €, ...; nommons 


le plus grand des rapports 
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et posons | 


(26) = 


En vertu de la formule (20), le module de Os — V"s sera évidemment 
inférieur à | 
de N 

(27) Gn °» 

N étant le nombre entier déterminé par la formule 

(28) N=m(am+i)...(nm+n—1), 
c'est-à-dire le nombre auquel se réduit V's lorsqu'on y pose 


sS—(1—6)t, © V—(i— ty AD, : 


et qu'après les différentiations on réduit à zéro la variable s. De plus, 
comme on augmentera toujours le nombre par lequel on doit rem- 
placer définitivement le produit de plusieurs des clefs 


a, 0, ile cd ES AMEN LD EN E Te 
si l’on égale ces clefs à l'une d'elles, la fonction symbolique Os = V's 
offrira encore, en vertu de l’équation (20), un module inférieur à la 
limite 
(29) 1.3.5.,.(2n +1)Hs, 
que l’on déduit de la formule (20), en posant dans la formule (19) 
RSS ES ENT GOT PE 715 SE 
En résumé, le module de la fonction symbolique 
Os—V's, 


dans laquelle V est donné par la formule (10), sera inférieur à cha- 
cune des trois limites Lee 


N 


(30) | onrkKre, 7, 


1:3.5.: .(2n +1)Hs,. 
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Par suite, le module de la série qui a pour terme général le produit 


re __Vrs 


1.2... 


sera inférieur aux produits du module de # par les trois limites 
(31) ; Ke, 


_e désignant la base des logarithmes népériens. Donc cette série sera 
convergente, et le facteur symbolique 


et 


pourra être appliqué à la fonction s, si le module de £ est inférieur à 


l’une des trois limites 


(52) 


— — . —— 
Ke: m1 2H 


De ces trois limites, la première et la dernière sont celles que j'ai 
données dans un Mémoire présenté à l'Académie le 30 juillet 1849, 
et dans le Mémoire lithographié de 1835; la seconde est précisément 
celle à laquelle se réduit l'expression (33) de la page 363 lorsqu'on 
pose | 
Le St 

Pour la déduire immédiatement de cette expression, à l'aide des for- 
mules établies dans la dernière séance, il suffit de remplacer, dans 
ces formules, ; 


APOPHUREP NS. par THE YEN SH 


et de réduire ensuite 
Mr Vols acta à zéro, 
puis 
BB: 1) à RAS AR À 
Ajoutons que dans la formule (26) on pourrait prendre pour A, B, 
C, ... non les plus grandes valeurs que puissent acquérir les modules 
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des fonctions DA ha drive HE 

7. PUS LUE MONET 
lorsque dans ces fonctions on attribue à æ, y, =, ... des accroisse- 
ments +, 1), 3, ..., dont les modulés sont a; b, €, .., Mmais-les valeurs 
qu'acquièrent, dans cette hypothèse, et pour un seul système de 
-valeurs de +, 1, 3, ..., les modules de | 


. 


4, F, Z, ..., 


au moment où la somme 


devient la plus grande possible. 


571. 


CALCUL INTÉGRAL. — Sur l'intégration définie d'un système d'équations 


différentielles. 


C. R., T. XL, p. 497 (8 septembre 1836). 


Étant donné un système d'équations différentielles, on peut tou: 
jours réduire ces équations au premier ordre, en augmentant, s’ilest 
nécessaire, le nombre des inconnues. Supposons que, les équations. 
étant du premier ordre, #2 soit le nombre des inconnues æ, y, z, ..…. 
Pour que celles-ci puissent être complètement déterminées. en fonc- 
tion de la variable indépendante £, il est nécessaire que les équations 
différentielles soient en nombre égal à celui des inconnues, et que, 
en vertu de ces équations, les dérivées des inconnues relatives à la 
variable indépendante soient des fonctions des diverses variables, 
savoir de la variable indépendante et des inconnues elles-mêmes. 
Ces conditions étant supposées remplies, l'intégration définie des 
équations proposées consiste à déduire d'un système donné de 
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valeurs correspondantes des diverses variables ur autre système 
de valeurs correspondantes de ces mêmes variables. Les intégrales 
que fournit l'intégration définie sont dites générales, lorsque la 
valeur primitive et la valeur finale de la variable indépendante 
peuvent être arbitrairement choisies. Por 
. Dans les applications du Calcul intégral à la Mécanique, à l’Astro-. 
nomie, à la Physique mathématique, etc., les fonctions des diverses 
variables auxquelles se réduisent, en vertu des équations différen- 
tielles, les dérivées des inconnues, demeurent ordinairement mono- 
dromes et monogènes par rapport à ces mêmes variables, du moins 
entre certaines limites. Or je démontre que, si cette condition est 
remplie pour les valeurs primitives des diverses variables, on pourra 
satisfaire aux équations différentielles données en prenant, pour 
représenter les inconnues, des fonctions de la variable indépendante 
qui seront elles-mêmes monodromes et monogènes par rapport à cette 
variable, du moins entre certaines limites. J'y parviens, en effet, à 
l'aide des considérations suivantes. 

Lorsque, dans le voisinage de la valeur primitive attribuée à la 
variable {, une fonction s de cette variable demeure monodrome et 
monogène, du moins entre certaines limites, alors l'accroissement 
de la fonction correspondant à un accroissement donné 0 de la valeur 
primitive de 4 est, pour une valeur de 0 voisine de zéro, dévelop- 
pable, par la formule de‘Taylor, en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de 0; et la nouvelle valeur qu'acquiert la 
fonction, quand on attribue l'accroissement 0 à la valeur primitive 
de {, peut être exprimée par une exponentielle symbolique. D'ail- 
leurs cette exponentielle peut être présentée sous diverses formes, 
dont l’une convient spécialement au cas où s dépend de plusieurs 
variables 1, æ, y, 5,..., mais se réduit en définitive à une fonction 
de la seule variable #, parce que æ, y, =, ... sont elles-mêmes des 
fonctions de 4, déterminées par un système d'équations différentielles 
du premier ordre entre les variables æ, y, 3, ... et 4. Or, la fonction s 
pouvant être l’une quelconque des inconnues +, y, 3, ..., on pourra, 
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en opérant comme on vient de le dire, déduire des valeurs primitives 
des diverses variables, et de la valeur finale de £, les valeurs finales des 
inconnues, si ces valeurs finales peuvent être des fonctions mono- 
dromes et monogènes de la variable #. Ajoutons que les valeurs finales 
ainsi obtenues se présenteront sous la forme abrégée d’exponentielles 
. symboliques, et qu’elles satisferont certainement aux équations dif- 
férentielles proposées tant que le module de l'accroissement attribué 
à la valeur primitive de la variable # ne deviendra pas assez considé- 
rable pour que les séries, dont ces exponentielles symboliques repré- 
senteront les sommes, cessent d’être convergentes. Remarquons d’ail- 
leurs que, à l’aide des principes exposés dans le précédent Mémoire, 
on pourra déterminer une limite au-dessous de laquelle il suffira 
d’abaisser ce module pour que la condition énoncée se trouve rem- 
plie. ÉLÉET 


ANALYSE. 


Des principes exposés dans les précédents Mémoires, on déduit 


immédiatement le théorème suivant : 
Taéorëme 1. — Désignons par les lettres ttaliques 
+, L 


deux variables dont la première soit fonction de la seconde, et par les 
lettres romaines 
dE 4 
des valeurs primitives correspondantes de ces deux variables. Posons 
d’ailleurs 
t=t+ 06, 

en sorte que Ô represente l'accroissement qu'il faut faire subir à t pour 
obtenir t. Si s est une fonction monodrome et monogène de la variable 
indépendante t, dans le voisinage de la valeur primuive À attribuée à 


celte variable, alors, pour un module suffisamment petit de 


ÿ—=t—t, 
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on AUT& 
Ds: 


(1) Pr 


et l’on pourra encore présenter l'équation (x) sous la forme 


(2) LR ol. 
pourvu que, la lettre d indiquant une différentiation relative à {, on pose 
| dt=—6—1—t. 
Concevons maintenant que $ dépende de plusieurs variables 
ls Li Must ere 


mais se réduise en définitive à une fonction de Ia seule variable £, 
parce que æ, y, 3, ... sont des fonctions de {. Admettons encore que 


ces fonctions satisfassent à des équations de la forme 
(3) | dt= #Æut, dy = F dt, PS Dot À: | à DNOER 
X, Y, Z étant de nouvelles fonctions des variables 

LAS O0 PURES EEE 


et la lettre d indiquant une différentiation appliquée à l'une de ces. 
“variables. Soit, d’autre part, € une valeur primitivement attribuée 
à {; nommons : i 


ce que deviennent 
à NS Pr 9; 


quand on y remplace £ par t, et désignons par 


NW 4 F4 
ce que deviennent 


quand on y remplace 4, æ, y, 5, ... part, x, y, Z, .... Enfin, suppo- 
sons qué, pour une valeur de £ suffisamment rapprochée de t, les 
fonctions de £ représentées par æ, y, 5, ..…., et les fonctions de 4, æ, 
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Y» #, ... représentées par X, F, Z, ..., demeurent monodromes et 
monogènes. La formule (2) continuera de subsister, pourvu que, la 
lettre d indiquant toujours une différentiation relative à t, on consi- 
dère x, y, z, ... comme des fonctions de t, et que l’on pose encore 
après les différentiations effectuées | 


tt tt 


D'ailleurs, puisque æ, y,.5, ..., considérées comme fonctions de z, 
satisfont aux équations (3), x, y, z, ..., considérées comme fonc- 
tions de t, vérifieront les formules 


(4) x = Xadt, - ‘dy Yu M2 


et par suite l'équation 


(5) … ds=Disdi+ D,s dx + D,s dy + D,s dz +... 
donnera 
(6) ds — Vs dt, 


la fonction symbolique Vs étant déterminée par la formule 
(7) Vs—(D+XD,+YD,+ZD,+...)s. 
I y a plus : en remplaçant s par Vs dans là formule (6), on trouvera 


| dVs — VVs di, 
et l’on aura, par suite, | 
ds = dVs dt — V Vs dt°. 
On trouvera de même 
ds —=VVVs dt. 


Donc, en écrivant, pour abréger, 


LE M 


au lieu de SE 
n à 4 là à RER 


on aura : 
ds=—V?s dt, dis — Vis dt’, Nr 


+ Ja RARES, | 


EXTRAET N° 571. 381 
et l’on trouvera généralement, en désignant par » un nombre entier 
quelconque, 


TT ed ds —Vrs dt. 


Cela posé, la fonction symbolique 


à ds: a 
Rat — + 
I 1.2 
pourra être présentée sous la forme 
dt dt? 
eds — s + us - de L8s 


et sera réduite, quand on remplacera dt par 4 — t, à l'expression sym- 
bolique 


tret ge ét} 
(9) AR EE EE Ut 


Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (2) donnera 
(10) | Se" IS 
Si, dans cette dernière formule, s se réduit à l’une des variables x. 


Y, 3, ..., On obtiendra la valeur de cette variable sous l’une des 
formes 


(11) æ = ett-U vx, : = et Avy, 3 —elt=t}vz, 
En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 


THÉORÈME IT. — Sozent données, entre la variable indépendante t et 


m inconnues zx, Y, =, ..., m équations différentielles de la forme 


(3) dæ=X{dt, dy—Ydt, d:=Zd, ..…., 


dans lesquelles X, Y, Z, ... représentent des fonctions des m + 1 va- 


riables 
A NE PEN POUR" 


et désignons par s une autre fonction de ces variables. Soient d'ailleurs 


L X,: Ys Z, 
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des valeurs primitivement attribuées aux variables 


D Ne a iv: 
el désignons par 


ce que deviennent les fonctions 
FRS AS A À 


quand on y remplace t, æ, y, 3, ... part, x, V,2,. .… Enfin supposons 
que les fonctions 

ES MUR ARE - 

restent monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs.t, x, v, 
Z,:..., primitivement attribuées aux variables t, x, Vs 3,422: SE TON 
peut satisfaire aux équations (3) par des valeurs de x, y, z, ..., qui, se 
réduisant a x, y, 3, .. pour la valeur t de t, soient dans le voisina ge de 


celle valeur fonctions monodromes et monogènes de !, ces valeurs seront 


+ 


(11) MIT OUTIINE LÉ T Loma À DR OIEOTEE) 


pourvu que la lettre caractéristique V placée devant une Jonction de 1, x, 


y, 2, ... soit définie par la formule 
(12) V=D,+XD,+YD,+2ZD.+..., 


dans laquelle X, Y, Z, ... sont ce que deviennent les fonctions X, YF, 
Z,.... quand on y remplace t, x, y, =, ... POP EX, V2, vs AIONS 


aussi, en supposant qu'une fonction $s des variables 
ts æ,. Vs. 3 

reste monodrome et monogène dans le voisinage des valeurs 
CR PRES. LOS, À 


attribuées à ces variables, et en nommant $ ce que devient $s pour ces 


mémes valeurs, on aura, pour une valeur de t voisine de t, 


(10) s—ett 10e 
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Dans l'hypothèse admise, le second membre de chacune dés for- 

mules (ro) et (11) représente la somme d’une série convergente; 

l'expression 
ett-tvs 

en particulier représente la somme de la série 


13) : À MP DAS) v 2° Mrs S 
ge ' ler fa k 


D'ailleurs, en vertu des principes établis dans le précédent Mémoire, 
si les fonctions de 4, æ, y, 3, ..., représentées par 


(14) RE BUS HOT de 


sont monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs t, x, v, 
2, .., primitivement attribuées aux variables 4, æ, y, =, ..., la 
série (13) sera convergente, tant que le module de ?—t ne dépas- 
sera pas une certaine limite supérieure, correspondante à l’une des 
_trois limites que nous avons calculées (page 375); et l'on peut ajouter 
qu’alors les valeurs de æ, y, z, ..., données par les formules (11), 
vérifieront certainement les équations (3). Pour le démontrer, nous 
commencerons par établir les propositions suivantes : 


TuéorÈme I. — Supposons que les fonctions 
AFS 


soient monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs t, y 
2, ..., primilivement attribuées aux varigbles 1, æ, y, 3, ..., et conce- 
vons que la lettre caractéristique d'appliquée à une fonction de 1,1, x, y, 
2, .….., indique une différentiation relative à la variable t. Alors, n étant 


ur nombre entier quelconque, les valeurs des différentielles 
d" æ, dy, dn PSE PP 


tirées des formules (x 1), se réduiront, quand on posera t — t, aux pro- 


duits 
Vax dt”, v' y dt", V'7 de”, 
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. Démonstration. — En effet, comme on aura par exemple, en vertu 
de la première des formules (11), 


C—t) 
La PERS 


5 


t—t 
(19) LTEX+ —Vx+ 
I 


l'est clair que le coefficient de d", dans la valeur de d'x, se réduira 


pour {=t au facteur multiplié dans le second membre de la for- 


M ; (£— 1)" S L] s d « 
mule (15 rt =, c'est-à-dire : 
ule (15) par le rapport ere c'est-à-dire à 


Vax. 
TnéorèME IV. — La fonction s étant supposée, ainsi que X, Y, Z, ..., 
monodrome el monogène dans le voisinage des valeurs t, x, PR: PORT 


-primilivement attribuées aux variables l, &iY,5,.1:, et $ élant ce que 
devient s quand on attribue à ces variables leurs valeurs primitives, si l'on 
substitue à x, y, =, ..., dans la fonction s, les seconds membres des for- 
mules (11), cette fonction différentiée par rapport à t fournira une diffe- 


rentielle ds qui se réduira au produit 


Vs dt. 
Démonstration. — En effet, on aura, dans l'hypothèse admise, 


(16) ds = D,sdt + Ds dx + D,sdy + D,sds A SE 4 
D'ailleurs, pour 4 — t, les différentielles | 
di CVs 03, js : 

se réduiront, en vertu du théorème Il, aux produits 

Vx » Vy dt, Vzdt, ce 
par conséquent, aux produits 

X di, Te. ZLdé 5x 

tandis que les diverses dérivées de s relatives aux variables 4, æ, y, 


8, :.:3 Savoir 
Dis os bDi Dir: us, 
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se réduiront aux diverses dérivées dé s relatives à t, x, y, z, ..…, c'est- 
à-dire à. . 
“Ds Rs, Ds: Ds, 


Donc, pour 4 = t, la différentielle ds se réduira au produit 
(Dis +XD,s+YD,s+Z2D,s +...) dt 


qui peut être présenté sous la forme 


Vs dt. 


TuéorÈme V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, . 


si l’on désigne par 


divers facteurs dont chacun soit ou une différentielle de x, ou de y, ou 

de z, ..., relative à t, cette différentielle pouvant d'ailleurs étre d ‘un 

ordre quelconque, ou bien encore une fonction donnée d'une ou de plu- 

sieurs des variables t,.x, y, 3, ...; alors, en considérant x, y, z, .. 

comme des fonctions de t déterminées par les formules (11), ét rommant 
dv 


ce que deviennent 
de Cr Me 


quand on réduit t à t, on aura, pour t =t, : 
d(uvw...) = V(uvw...) dt. 


. 


Démonstration. — En effet, on aura identiquement, d’une part, 


‘ > j du . dé  dw 
(r7) dun.) uv. (UE D +); 
d'autre part, 


Y 


(18) Vouve.J= uv (+ SE). 


On aura, par exemple, si les facteurs se réduisent à deux, d’une part, 


due) = u dv + v du, 


d’autre part, 
VQuv) = u Vv + v Vu. 


OEuvres de C. — S. Kt:XIT.., 49 
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Cela posé, comme en vertu des théorèmes III et IV les différentielles 
| du, dv, dw, ie 
se réduiront, pour £ = t, aux produits: 
Vudt, Vvdt, Vwdt, .…, 


il est clair qu’en prenant = ton réduira l’expression (7) au produit 
de. l expression (18) par la différentielle de. 


Corollaire. — Concevons maintenant que l’on représente par s, non 
plus le produit www..., mais une somme de produits de cette espèce, 
et par s ce que devient s quand on pose = t. Le théorème V, étant 
applicable à chacun des produits dont l’addition fournira la somme s, 
pourra être appliqué à cette somme elle-même. En ‘conséquence, la 


différentielle 
ds 


se réduira, pour £ — t, au produit 

Vs dt. 

D'ailleurs la différentielle | 
ds, 

déterminée par l’équation.(16), et les différentielles 


2 3 : 
CA PES LE ORNE RS 


déterminées par des équations du même.genre, sont précisément de 
la forme ici indiquée par la lettre s. Donc, puisque ds se réduit, 
pour # = t, au produit Vs dt, la différentielle du second ordre ds se 
- réduira, pour t= t, au produit 


L2 


V(Vs dt) dt — 2 Vs de; 


par suite aussi, La différentielle du troisième brdre ds se réduira, 
pour = t,au produit 


V(Vsdé)dt=Visdé,  .……, 


et l’on pourra énoncer généralement la proposition suivante : 
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Taéorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV. 
si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, la différentielle d''s 
se réduira, pour t = t, au produit 


Vas dir, 


Du théorème I joint au théorème VI, on déduit immédiatement 
celui que nous allons énoncer: | 


TuéorÈme VII. — Les mêmes choses élant posées que dans le théo- 
rème IV, lorsqu'on substituera dans $, à la place de x, HER PES 
seconds membres des formules (11), on trouvera; pour une valeur de t 


suffisamment rapprochée de t, 
(OX 1.7 s — és, 


Corollaire. — Si, dans la formule (10), on prend successivement 
pour s les diverses fonctions 


! 
PU D PS Are 


Le 


on obtiendra les formules 
(19) Æ—=et-t)X, F—et-Y, E= TA 


D'ailleurs la première des formules (11), ou, ce qui revient au même, 
l'équation (15) donne 


Dix = Vx + pra + Ve... 


ou, ce qui revient au même, 


— ÈS" 2 
Dix = X + — vx + Ge +. —=elt-2vx, 


Donc, eu égard à la première des formules (19). on aura 


TPE 9 


et l’on se trouvera ainsi ramené à la première des équations (3). On 
pourra pareillement, de la seconde ou de la troisième, ... des for- 
mules (11), déduire la seconde ou la-troisième, . .… des équations (3), 
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et l’on ‘arrivera ainsi définitivement au théorème que nous allons 
énoncer : | 

Tnéorèue VIII. — Les mémes choses étant posées que dans le théo- 


_rème IV, les valeurs de x, y, 3, ... données par les formules (x 1) véri- 


Jieront les équations (3). 


En vertu du théorème VIII, si l’on applique l'intégration définie 
aux équations (3), en assujettissant les inconnues æ, y, 3, ... à 
prendre pour &= t les valeurs particulières x, y, z, ..., les intégrales 
que l’on obtiendra, et qui détermineront les valeurs générales des 
inconnues quand £ sera peu différent de t, seront précisément les 
formules (11). Ajoutons que Jes valeurs de æ, y, :, ... données par 
ces formules continueront de représenter les intégrales dont il s’agit 
et de vérifier les équations (3) tant que le module de la différence 
{— tne deviendra pas assez considérable pour que Les séries dont les 
seconds membres des formules (8) représentent les sommes cessent 
d’être convergentes. : . 

Si l’on considère la valeur de s fournie par la formule (io), ou, ce 


qui revient au même, par la suivante 
tint —1)2, 
(20) see ÉD gs GER Hs. 


non plus comme une fonction de {, mais comme une fonction de 
t, x, N'ES cette fonction vérifiera évidemment la condition 


(21) : Vs59, 


c'est-à-dire l'équation aux dérivées partielles 


. 


(2) Dis+XD 54 YDis+ZDis +. 


D'ailleurs la différentielle totale de $ ponsidérée | comme bonetièh de 


{ X5 Yo 58004 


(23) ds — Dis dt + D,s dx +. D,s dy + D,s dz +.. 


+ 


Donc, eu égard à l'équation (22), cette différentielle pourra être 
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réduite à la forme 
(24) ds — D,s(dx — X dt) + D,s(dy — Y dt) + D,s(dz — Z dt) +. 


La formule (24) fournit du théorème VIII une seconde démonstra- 
tion qui est moins directe que la première, mais pourtant digne d’at- 
tention, et que nous allons indiquer en peu de mots. 

L'intégration définie des équations (3), qui sont du premier ordre 
par rapport aux variables 


(PA AIRE LOS PRE TES 


consiste à déduire d’un système de valeurs simultanément attribuées 
à ces variables un autre système de valeurs correspondantes de ces 
mêmes variables. Supposons le premier système exprimé à l’aide des 
lettres romaines 


LÉ PES rh “EM Le 


et le second à l’aide des lettres italiques 


lb, Æ, Yÿ, 3, 


v 


Si l’on donne, non plus le premier système, mais le second, alors 
t, æ, y, 3, ... devront être supposées. constantes, et t, x, y, z, ..., 
devenues variables, devront vérifier non les équations (3), mais les 
équations (4). Done, pour effectuer l'intégration définie, on devra où 
intégrer les équations (3) CRE, LE, Y} 3, 5 supposées variables, 
de manière que, pour & =t, on ait 


DES PE Y, = Y, …. . 


ou intégrer les diettoie (4) entre t, x, y, 2... supposées variables, 
de manière que, pour t = 4, on ait 


Dans la dernière hypothèse, £, æ, y, z, ... étant regardées comme 
constantes, on devra aussi considérer comme constante une fonction s 
de 4, æ, y, 3, .... Doné l’équation (24), à laquelle satisfait la valeur 
de s déduite des formules (11) fournies par l’ intégration définie des 
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équations (3), devra se vérifier, en même temps que les équations (4), 
si l’on y suppose s constante, et par suite 


(25) | ds = 0. 


Or, effectivement, cette supposition réduit la formule (24) à la sui- 
vante : 


(26)  D,s(dx — X dt) + D,s(dy — Y dt) + D,s(dz—Zdt) +...—0, 


qu’entrainent avec elles les équations (4). Il y a plus : on établira 
sans peine la proposition suivante : 


Tnéorème IX. — Si l'on veut intégrer les équations (4), qui sont du 
premier ordre entre les variables t, x, Y, z, .., de manière que, pour une 
valeur donnée t de la variable indépendante t, les inconnues x, v, 7, 
acquièrent elles-mêmes des valeurs données x, y, 3,..., et vérifient en 


conséquence les conditions 
X— Z, Y= #7; Z— 2, Sr; 


il suffira d’assujettir t, x, Y, z, ..…., considérées comme variables, à véri- 


fier les formules (11). 


Démonstration. — Effectivement, si dans les formules (11) on sup- 
pose t, x, y, z, .. variables et £, æ, y, 3, ... constantes, on aura 


(27) dx = 0, 4y=0, ds — 0, 


Mais ici les valeurs de dæ, dy, ds, ... étant celles que déterminent. 
les formules (11), il suffira, pour les obtenir, de remplacer successi- 
vement dans l'équation (24) la lettre s par les lettres æ, y, #, .... 
Donc les équations (27) donneront 


D, (dx — X dt) + D,æ(dy — Y dt) + D,æ(dz—Zdt)+...—0, 
(28) D,y7(dx — X dt) + D; y(dy — Y dt) + D,y(dz — Z dt) +...—=0, 
 D,s (dx — Xdt) + D,z (dy — Y dt) + D,3(dz—Zdt)+...—0, 


et l’on en conclura 


(29) K(dx—Xdt)—o, K(dy—Ydt)=o,  K(dz—Zdt) —o, 
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K étant la résultante analytique des termes compris dans le Tableau 
D,x, Mdr Der 4, 


D.y, Di. D.y, …., 
D,4, D,2, D, 3, .….., 


+ 
.…. CRE .…. 


Or cette résultante, qui se réduit à l'unité quand on pose 
| 


conservera par suite, pour une valeur de t voisine de £, une valeur 
finie distincte de zéro. Donc les formules (29) se réduisent aux équa- 
tions (4), que vérifieront les valeurs de x, y, z, ... tirées des for- 
mules (11). | 

® Le théorème IX étant ainsi démontré, il suffira, pour revenir au 
théorème VIIT, d'observer que, dans l'intégration définie d'équations 
différentielles du prémrer ordre, on peut à volonté prendre pour 
représenter ou les valeurs primitives, ou les valeurs finales des 
inconnues, l’un quelconque des deux systèmes de quantités qui se 
déduisent l’un de l’autre à l’aide de ces équations différentielles. 


| 


012, 


MATHÉMATIQUES. — Observations de M. Auvcusrix Caucuy" sur une Note 
publiée dans le Compte rendu de la dernière séance par M. Carazan. 


C. R., T. XLIII, p. 627 (29 septembre 1856). 


, 
. 


Les conditions que l’auteur de la Note présente sous le titre Noa- 
velles règles de convergence, et qu'il dit lui-même avoir tirées d’un 
théorème énoncé par M. Bertrand dans le Tome VII du Journal de 
M. Liouville, peuvent être réduites à la proposition suivante : 


THÉORÈME [. — Soit u, le terme général, supposé réel et positif, de la 
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(1) Uos- Us Us Us +3 


celte série sera convergente si u, est de l'une des formes 


C2 


A nm A n A» 


(2) n\+#? nUn)re nin(lin)+# 


Æ étant positif, et À,s ’approchant indéfi niment, pour des valeurs crois 
santes de n, d’une limite finie A. 


Ce théorème et le théorème cité de M. Bertrand peuvent être évi- 
_demment remplacés par la proposition suivante : 


Taéorëme Il, — Si, N'étant l’un des rapports 


lu, (nus) China) . 
2 2 2 
40 la Il 


(3) 
N s'approche indéfiniment, pour des valeurs croissantés de n, d'une cer- 
taine limite h, la série dont le terme général est u, sera convergente 


quand h sera négatif, divergente quand .h sera positif. 


D'ailleurs, dans un Mémoire que renferme le Jéixhal de M. Crelle 
(Tome XLIT, année 1851), M. Paucker observe que le théorème IT et 
une règle de M. de Morgan, avec laquelle ce théorème s'accorde, sont 
une conséquence très simple d'un théorème général sur la convergence des 
séries que M. Cauchy a donné depuis longtemps dans son Analyse algé- 
brique. | | TU 

Effectivement, la limite vers laquelle converge la première des 
expressions (3), pour des valeurs croissantes de », n’est autre chose 
que le logarithme du module de la série (1). Or, en vertu du théorème 
énoncé à la page 132 de l'Analyse algébrique (*), publiée en 1821, et 
reproduit à la page 388 du IHlI° Volume des Exercices d'Analyse et de 
Physique mathématique Ce}, la série (1) sera convergente st son module 


(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. IL, p. 121. 
(2) Œuvres de Cauchy, $. I, T: XII. 
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est inférieur à l'unité, ou, en d'autres termes, st le logarithme de ce mo-: 
dule est négatif; divergente? si le même module est supérieur à l'unité, 


ou, en d’autres termes, si le logarithme de ce module est positif. 


D'autre part, en vertu du théorème énoncé à la page 135 de l'Ana- 
lyse algébrique, Si, u, étant positif et u,,, <u,, on prend 


(4) Pr = 2% Us) Wa — 27 Pan _, ALAR 
_les séries qui auront pour termes généraux les quantités 
(3) Uns ns Wns 


seront en même temps convergentes ou divergentes; et, en vertu de 
la première des équations (4), le module de la série dont e, est le 
terme général sera précisément le produit de la quantité positive 12 
par la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes. 
de 7, la seconde des expressions (3). Donc la série dont w, est le 
terme général sera convergente quand cette limite sera négative, 
divergente quand elle sera positive. En continuant ainsi, on recon- 
naîtra immédiatement dans tous les cas l’exactitude de lassertion 
émise par M. Paucker. 

Au reste, le théorème I est une conséquence immédiate des propo- 
sitions générales établies dans le second Volume des Æxercices de 
Mathématiques (page 221, année 1827), spécialement du théorème 
énoncé à la page 226 (‘}, et c’est effectivement de ce dernier théo- 
.æeme que M. Bertrand a déduit la proposition avec laquelle coïncide 
le théorème If, en faisant voir que, si l’on pose 


K=i—h=lim(i— W) 


(les valeurs de 2, N étant celles qui ont été indiquées), la série dont w, 
est le terme général sera convergenté ou divergente suivant que la 
limite # sera supérieure ou inférieure à l’unité. Ainsi, par exemple, 


(1) Œuvres de Cauchy, S. W, T. VIE, p. 272 et 273. 
Euvres de C. — S.1,1. XIE. do 
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si N est la seconde des expressions (3), # sera la limite de 


(ES I(u,) 
PRES. 1(2) 
on 


et l’on se trouvera immédiatement ramené au théorème énoncé à la 


page 137 de l'Analyse algébrique (*}. 


913. 
MÉCANIQUE ANALYTIQUE. — Renarques faites à propos des observations 


présentées par M. Josepx BERTRAND (?) sur un Mémoire de M. Osrro- 


. 


GRADSKI. 
C. R., T. XL, p. 1066 (8 décembre 1856). 


Comme vient de me le rappeler un de nos confrères, M. de Senar- 
mont, et comme le constatent les notes qu'il a prises en suivant à 
l'École Polytechnique les cours que j'y faisais en 1828, j'avais traité 
moi-même à cette époque la question relative à la perte de forces vives 


) CEuvres de Cauchy, S. W, T. HE, p. 122. 

hi Observations de M. Bertrand. — M. Ostrogradski a publié en 1854 un Mémoire 
sur ss changements brusques de vilesse dans les systèmes en mouvement. J'ai eu con- 
naissance aujourd’hui seulement de ce nouveau travail, et je erois devoir faire remarquer 
que le savant géomètre de Saint-Pétersbourg s’est rencontré sans le savoir avec M. Sturm 
pour l’une des propositions qui s’y trouvent démontrées. M. Ostrogradski examine en 
effet la diminution de forces vives qu'éprouve un système quelconque lorsqu'on y intro- 
duit brusquement des liaisons nouvelles, et il prouve que cette diminution est égale pré- 
cisément à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues par chaque ‘point du 
système. Or ce théorème, analogue au principe bien connu de Carnot, mais plus général 
et surtout beaucoup plus net, a été présénté précisément sous la même forme par 
M. Sturm; on peut consulter à ce sujet un Mémoire sur quelques propositions de Méca- 
nique rationnelle, dont l'extrait a été imprimé dans les Comptes rendus. de 1841, second 
semestre, page 1046. M. Sturm énonce précisément, et sous la même forme, la proposi- 
tion à laquelle a été récemment conduit M. Ostrogradski. La démonstration n’est pas 
insérée dans les Comptes rendus de 1841; mais sañs aucun doute elle se trouve dans les 
papiers laissés par M. Sturm, et il serait désirable qu’elle fût publiée avec celle de plu- 
sieurs autres propositions remarquables annoncées au même endroit. 


" | 
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dans un système de points matériels dont les vitesses varient brusque- 
ment. C’est aussi à ce sujet que se rapporte un article qui a pour 
titre : Sur un nouveau principe de Mécanique, et qui a été inséré dans 
le Bulletin de Férussac de 1829 ('). A la vérité, les énoncés des théo- 
rèmes donnés par moi-même dans les années 1828, 1829, et par 
M. Sturm en 1841, diffèrent quant aux conditions qu’ils supposent 
remplies, et il en résulte qu'au premier abord ces théorèmes pa- 
raissent entièrement distincts. Mais il n’est pas sans intérêt de les 
‘approcher l’un de l’autre, et de voir comment le second peut être 
déduit du premier. C’est ce que j'expliquerai dans un prochain ar- 
ticle. 


o14. 


Mécanique. — Note sur les variations brusques de vitesses 


dans un système de points matériels. 


C. R., T. XL, p. 1137 (22 décembre 1856). 


Dans un Mémoire que j'ai lu à l’Académie le 21 juillet 1828, 
et que renferme le Bulletin des Sciences mathématiques publié par 
M. de Férussac (Tome XIT, année 1829, page 119), j'ai donné Îles 
deux théorèmes suivants : 


TuéorÈme 1. — Lorsque dans un système de points matériels les vitesses 
varient brusquement en vertu d'actions moléculaires développées par les 
chocs de quelques parties du système, la somme des moments virtuels des 
quantités de mouvement acquises ou perdues pendant le choc est nulle 
toutes les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans lequel les. 
vitesses de deux molécules qui réagissent l'une sur l'autre sont égales, 


entre elles. 


(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. IL. 
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Tuéorëne IL — S'il arrive que, apres le choc tout point matériel qu 
a exercé une aclion moléculaire sur un autre point se réunisse à ce der- 
nier, le principe que nous venons d'énoncer fournira toutes les équations 
nécessaires pour déterminer, aprés le choc, le mouvement de toutes les 
molécules ou de tous les corps dont se compose le système proposé. Dans 
le même cas, l’une de ces équations, savoir celle qu'on obtient en faisant 
coïncider les vitesses virtuelles avec les vitesses effectives apres le choc, 
exprimera que la perte de forces vives est la somme des forces vives dues 


aux vilesses perdues. . : 


Les vitesses virtuelles qui, dans l'énoncé du premier théorème, 
sont supposées égales entre elles, sônt évidemment les vitesses dont 
il est question à la page 118, c'est-à-dire les vitesses virtuelles des 
molécules projetées sur les directions des forces. C'est aussi ce que 
montrent les applications faites du premier fhéorème (pages 120 
et 124). 

Les deux théorèmes que je viens de rappeler sont immédiatement 
déduits, dans le Mémoire cité, de l'équation générale qu’on obtient 
quand on égale entre elles les deux sommes de moments virtuels, 
relatives aux deux systèmes de forces motrices que l’on considère 
en Dynamique, savoir, au système des forces motrices appliquées 
aux divers points, et au système de celles qui seraient capables de 
produire les mouvements observés, si ces points étaient libres et 
indépendants les uns des autres. J’observe que, à proprement parler, 
les vitesses ne varient jamais brusquement; ce qu’on a quelquefois 
nommé un changement brusque de direction ou d'intensité dans les 
vitesses n'étant autre chose qu’un changement survenu dans l’inter- 
valle de temps compris entre deux époques très rapprochées l’une de 
l’autre. 

Une intégration relative au temps, effectuée entre ces deux époques, 
introduit dans le caleul à la place de la somme des moments virtuels 
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés, 
la somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises 
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ou perdues dans l'instant dont il s’agit, et à la place des moments vir- 
tuels des forces appliquées, une intégrale du genre de celles que j'ai 
nommées intégrales singulières, cette intégrale étant pour l'ordinaire 
sensiblement distincte de zéro, quoique prise entre deux limites très: 
voisines. C’est ainsi que j'ai obtenu, dans le Mémoire cité, l’équa- 
tion (3) qui, dans le cas où l'intégrale singulière est nulle, se réduit 
à l'équation (4), c’est-à-dire à une équation-qui exprime que {a 
somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises ou 
perdues s'évanouit. D'ailleurs l'intégrale singulière peut être décom- 
posée en plusieurs termes relatifs, les uns à des forces finies, telles 
que les attractions ou répulsions provenant de corps étrangers au 
système que l’on considère; les autres à des forces très considé- 
rables, telles que les forces moléculaires développées par des chocs : 
et les termes de la seconde espèce sont évidemment les seuls dont 
on doit tenir compte. Or ces termes disparaissent sous la condition 
énoncée dans le premier théorème : donc, sous cette condition, la 
somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises 
ou perdues pendant le choc s'évanouira, et l’on pourra poser l’éqüa- 
tion (4) qui entraine avec elle le théorème IT. È 

Lorsque le Ssibme donné de, points matériels se ; réduit à une ma- 
chine dans laquelle lestmouvements des pièces sont obligés et soli- 
daires, on est ramené par les considérations précédentes aux résultats 
énoncés. par M. Poncelet dans le Bulletin des Sciences de 1829, p. 332, 
et dans son Cours de Mécanique appliquée aux machines. 

Ajoutons encore une remarque qui n’est pas sans intérêt. On sait 
que, à des liaisons établies entre des points matériels, on peut substi- 
tuer les résistances qu'elles opposent aux mouvements de ces points. 
Donc si, au moment du choc, de nouvelles liaisons sont établies entre 
ces mêmes points, on pourra en faire abstraction et poser encore 
l'équation (3), pourvu que l’on introduise dans l'intégrale singulière 
qu'elle renferme les résistances dont il s’agit. Alors aussi la réduction 
de cette intégrale à zéro sera toujours la condition nécessaire pour 
que l’on retrouve l'équation (4). C’est done sous cette condition 


\ 
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seulement que pourra subsister le théorème énoncé par M. Sturm 
en 1841, savoir que la perte des forces vives dans un système de points 
entre lesquels on établit de nouvelles liaisons est la somme des forces vives 
dues aux vitesses perdues (').. 

Dire ,que deux molécules se réunissent après le choc, c’est dire 
qu'elles sont alors invariablement liées l’une à l'autre. Done la der- 
nière partie du second théorème présente un des cas dans lesquels se 
vérifie le théorème énoncé par M. Sturm. 


ee 
(9. 
Observations sur la Note insérée par M. Cavcuy dans le Compte rendu 


de la dernière séance: par M. Düunanez. 


CRT XIE p. 1165 (29 décembre 1856). 


M. Cauchy a rappelé dans la dernière séance des théorèmes dont il a donné 
la démonstration dans le Bulletin de Férussac, de 1829; mais, dans la Note 
qu'il à insérée à ce sujet dans le Compte rendu, il s'est glissé quelques pas- 
sages inexac{s que je crois devoir rectifier. | 

L'énoncé du premier théorème suppose que deux molécules qui se sont 
choquées ont acquis des vitesses égales; et, par les développements qui pré- 
cèdent et qui suivent, dans le Mémoire de l’auteur, il est clair qu'il entend 
expressément que ces vitesses ont la même valeur et la même direction. 
Cependant, dans le Compte rendu, il dit qu’il faut entendre que ce sont sim- 
plement leurs projections sur la normale commune aux deux surfaces en 
contact, qui sont égales. 

Cette interprétation étendrait beaucoup le théorème de M. Cauchy, et 
m'enlèverait une partie de celui que j'ai démontré dans une Note présentée 
à l’Académie, le 29 octobre 1839, et imprimée en 1835 dans le Journal de 
l'École Polytechnique. ji 

Pour justifier cette interprétation, M. Cauchy renvoie à la page 118 du 
Bulletin. Je mai rien trouvé dans cette page qui ait rapport à ce point; mais 
à la page 119 je trouve cette phrase : 


(1) Foir le Tome XI des Comptes rendus, page 1046. 


L4 


+ 
*…. 
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« Or, dans cette dernière somme, les seules forces qui auront des valeurs 
très considérables, seront les forces moléculaires développées par les chocs, 
et elles disparaîtront de la somme dont il s’agit, si le mouvement virtuel est 
tellement choisi, que deux molécules qui réagissent l'une sur l’autre offrent 
des vitesses égales et parallèles. Donc, pourvu que cette condition soit rem- 
plie.... {Il en résulte qu’on peut énoncer généralement la proposition sui- 
vante. » 


Cette proposition est le théorème I du Compte rendu. 
A la page 120 je trouve cette autre phrase : 


« Ajoutons que les termes relatifs à ces forces moléculaires disparaîtront 
si le mouvement virtuel est tellement choisi, que deux molécules, qui réa- 
gissent l’une sur l’autre, aient des vitesses virtuelles égales et parallèles. » 


Il est donc évident que M. Cauchy n’entendait alors son théorème comme 
applicable qu'au cas où les points où s’est exercé le choc ont acquis des 
vitesses égales et parallèles. C'est pour cela que j'avais jugé à propos de 
reprèndre la même question, en considérant le cas le plus général du choc 
des corps mous, celui où la compression cesse au moment précis où les com- 
posantes normales des points en contact sont devenues égales et de même 
sens. Les composantes tangentielles, après le choc, peuvent d’ailleurs être 
très différentes, et les corps se séparer. 

Ainsi, comme l’a dit avéc raison M. Bertrand, j'ai démontré le théorème 
de Carnot dans un cas plus général que M. Cauchy; et l’inexactitude de la 
Note de notre honorable confrère ne peut tenir qu’à une inadvertance qu'il 
s'empressera sans doute de reconnaître. Quant au théorème énoncé par 
M. Sturm, et'qui a amené cette discussion, je me propose de faire à ce 
sujet une Communication spéciale à l'Académie. 


Réponse de M. Cavcny. 


Notre honorable confrère me trouvera toujours disposé à lui rendre 
Justice, et comprendra sans peine comment nous avons pu n'être pas 
entièrement d'accord sur l'étendue de deux théorèmes énoncés dans 
le Mémoire que j'ai lu à l'Académie le 21 juillet 1828. Ayant relu 
ce Mémoire, sans connaître le sien, j'y ai trouvé quelques expres- 
sions qui, n'étant pas assez précises, avaient besoin d'être inter- 
prétées ou même corrigées; j'ai reconnu que, à la page 118, le mot 
projeté devait être complété par un e muet, et appliqué, non à un 
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. point, mais à une vitesse; et pour que les applications faites de la 
formule (4) à la page 121 subsistassent sous la seule condition 
énoncée en cet endroit, savoir que les distances entre les molécules 
fussent invariables, il était nécessaire qu'à la page 120, comme dans 
le principe général de Dynamique rappelé à la page 118, à la place 
de ces mots? es vitesses, on 1ût Les vitesses projetées. Quoi qu'il en soit 
de ces remarques, je ne fais nulle difficulté de reconnaitre que notre 
confrère a pu légitimement attribuer le sens qu’il indique aux deux 
passages qu'il a cités. Mais 1l reconnaïitra certainement à son tour 
que le théorème énoncé par lui avec précision se déduit, comme 
les deux miens, de la formule (3) de la page 120 de mon Mémoire, 
et que, pour obtenir la formule (4), à l’aide de laquelle on peut 
les exprimer tous trois, par conséquent aussi, pour obtenir l’équa- 
tion (13), qui n'est qu'une transformation de l'équation (4), il suffit 
de se placer dans des conditions telles, que l'intégrale singulière 
comprise dans: la formule (4) s'évanouisse. Or c'est ce qui aura 
lieu, dans le choc des corps, pour un mouvement virtuel donné, 
si ce mouvement est tel, que la somme des moments virtuels des forces 


moléculaires développées par le choc se réduise à zéro ("). 


(1) Pour la suite de cette polémique, voër, dans le Tome XLIV des Comptes rendus, 
les articles suivants : 


Observations faites par M. DuuaEL au sujet d'un théorème de Mécanique (p. 3); 
Réponse de M. AvGusrix Caucuy aux dernières observations de M. Dunamez (p. 80): 
Réplique de M. DunAMEL (p. 81); 

Observations générales sur la question relative au choc, par M. ve (p: 82); 
Observations de M. Morin (p. 89): 

Sur quelques propositions de Mécanique rationnelle, par M. AuGusTiN CAUCHY (p. 101). 


EXTRAIT N° 576. AT 


mr d 
576. 
THÉORIE DES NOMBRES. — Recherches nouvelles sur la theorie des nombres. 


C. R., T. XLIV, p. 77 (19 janvier 1857). 


Trois Mémoires que j'ai présentés à l’Académie, le 2 février 1824, 
puis le 31 mai (')et le 5 juillet 1830, renferment sur la théorie des 
nombres, spécialement sur les communs diviseurs des polynômes à 
coefficients entiers, sur les rapports qui existent entre les équations 
et les équivalences ou congruences, sur l'usage que l’on peut faire 
des nombres figurés et des nombres de Bernoulli, soit pour résoudre 
des équations du second degré en nombres entiers, soit pour déter- 
miner le nombre des résidus quadratiques, enfin sur la détermina- 
tion des racines primitives des nombres premiers, divers théorèmes 
qui ont paru dignes d'attention. De ces trois Mémoires, paraphés, le 
premier par M. Fourier, le second par M. Cuvier, le troisième par 
M. Arago, un seul, le second, a été publié dans le Tome XVIT des 
Mémoires de l’Académie. Parmi les propositions que renferme Île pre- 
mier Mémoire, l’une détermine un nombre entier que doit toujours 
diviser le plus grand commun diviseur de deux polynômes à coef- 
ficients entiers; et, dans le cas où, le coeflicient de la plus haute 
puissance de la variable dans le premier polynôme étant l'unité, le 
second polynôme est la dérivée du premier, cette proposition assigne 
au nombre entier que doit diviser tout diviseur entier des deux poly- 
nômes une valeur égale, au signe près, au produit des carrés des 
différences entre les racines de l’équation que l’on forme en égalant 
le premier polynôme à zéro. De cette proposition, que j'ai reproduite 
dans le premier Volume des Exercices de Mathématiques (*), se tirent, 
comme on peut le voir dans le premier Volume et dans le quatrième, 
un grand nombre de conséquences qui intéressent la théorie des 


(1) Œuvres de Cauchy, S. I, T. WE. 
(2) Œuvres de Cauchy, S. HU, T. VI. 


CEuvres de C. — S.I,t. XII. JI 
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nombres. J'ajoute que, de cette même proposition combinée avec le 
théorème de Fermat, suivant lequel tout nombre premier p divise 
la différence æ? -- x, on peut immédiatement déduire le théorème 
général dont voici l'énoncé : 

THÉORÈME. — Soient 


p, q deux nombres premiers ; 


) une racine primuive de l'équation 

(1) DPET, 

Ou, ce qui revient au même, une racine de 

(2) 1+0+0+.,.+0P-1— 0, 


et @ une fonction entière de Ÿ, à coefficients entiers, toujours évidemment 
réductible, en vertu de la formule (2), au degré p — 2. Soit encore n le 
nombre des valeurs distinctes que la fonction @ peut acquérir, quand on 


remplace la racine primitiwe Ü par une autre; nommons 


ces valeurs de ©, et posons 
(3) f(x) =(xæ—6,)(x —6,)..:(r—0,); 
enfin soit H le produit des carres des différences entre les quantités O,, 


O,, ..., @,, déterminé par la formule 


nin—1) 


(4) H—(—1) ? f{(6,)f(8,)...f(0,). 

St q est supérieur à n, premier à M, et diviseur (') du binôme 
Où ee, 

l’équivalence du degré n | 

(6) f(æ)=0  (mod.g) 


aura n racines inégales et distinctes. 
(1) Le binôme @7— 8 est une fonction entière de 8 à coefficients entiers, et g est 


nommé diviseur de cette fonction, lorsqu'il divise tous les coefficients dans cette fonction 
réduite au degré p — 2. 
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Démonstration. — Si l’on pose 
p(æ, 8) =(xz—@8)(x—1—08)...(x—q+1—0), 
on aura, dans l'hypothèse admise, pour toute valeur entière de x, 
o(x, 8) — 90, 


Q désignant une fonction entière de 0 à coefficients entiers. Cela 
posé, l’équation identique 


f(æ)f(æ—1)...f(xæ—qg+1) =o(x, 6, )o(x, @)...0(x,0,) 
donnera 
(7) f(æ)f(æ —1)...f(x—-g+1) =o (mod. g”). 


Si, dans la formule (7), on remplace x par æ + #q, k étant un nombre 
premier à g, et si l'on pose, pour abréger, 


f(æ + kg) = F(x), 
on aura encore 


(8) | F(zæ)F(x—1)...F(æ—qg+1)=0o (mod. 7"). 
Cela posé, l'équivalence 
(9) f(x) =0 (mod. g) 


admettra évidemment une ou plusieurs racines, et le nombre des 
racines distinctes de cette équivalence sera le nombre des facteurs 
qui, dans chacun des produits 


(10) f(x) f(x +1)... f(x — g +), 


(15) F(xz)F(z+1)...F(x—qg+:1), 


seront divisibles par g. D'ailleurs g, n'étant pas diviseur de H, ne 
pourra être diviseur commun de f(x) et de f(x). Done, si f(æ) est 
divisible par g°, le polynôme 


F(æ) = f(x) + kg f(x) +... 


« 
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sera, comme le produit 

kq l(x), 
divisible par g seulement. De plus, si f(x) est premier à 4, on pourra 
en dire autant de F(x). Enfin, si f(x) est divisible une seule fois 
par g, une seule valeur de #, prise dans la suite 


POP. NS SCA EEE 
rendra la somme 
f(x) 


q 


+ kf'(x) 
divisible par g, et F(x) divisible par g?; et, pour toute autre valeur 
de # prise dans la même suite, F(+) sera divisible par g seulement. 

Des remarques semblables s'appliquant à chacun des facteurs du 
produit (11), si l’on prend successivement pour # les divers termes 
de la suite 

1, di 6 ee 

le nombre des valeurs de # pour lesquelles un des facteurs du pro- 
duit (11) sera divisible par g? ne pourra surpasser le nombre des 
racines distinctes de l’équivalence (9). Soit / ce dernier nombre, 
qui ne pourra surpasser 2. On aura nécessairement /—n, Car, si / 
était inférieur à ñ, alors la condition g > x entrainerait la suivante 
g—1>l; et, parmi les valeurs 


IN. PASS PORN Le 


successivement attribuées au nombre £#, il y en aurait au moins une 
qui, en rendant divisible une seule fois par g chacun des facteurs du 
produit (11) correspondants aux diverses racines de la formule (6), 
rendrait ce même produit divisible / fois seulement par g, tandis que, 
en vertu de la formule (8), il devrait être divisible par g” et non pas 
seulement par g°. 


Corollaire. — Du théorème de Fermat, rappelé à la page 40, il 
résulte que le nombre premier g est effectivement un diviseur du 


binôme 
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des racines inférieures et le nombre des racines supérieures à chaque 
limite, par conséquent à une quantité réelle donnée. On peut même, 
en prenant pour inconnue la différence entre une racine et cette 
quantité réelle, réduire le problème à la détermination du nombre 
des racines positives et du nombre des racines négatives d’une équa- 
tion algébrique. Ramenée à ces termes, la question peut se résoudre 
par la seule inspection des signes dont se trouvent affectées, quand 
on les réduit en nombres, certaines fonctions des coefficients. Elle 
n’était pas résolue par la règle de Descartes, qui, se bornant à consi- 
dérer les coefficients eux-mêmes, fournit seulement une limite supé- 
rieure au nombre des racines réelles de chaque espèce, et, quant aux 
autres méthodes proposées pour cet objet dans les siècles précédents, 
Lagrange a observé qu'elles étaient ou insuffisantes, ou imprati- 
cables ("). Mais cette lacune, signalée par Lagrange en 1808, a été 
comblée, et l’on connait aujourd’hui diverses solutions du problème. 
La première de ces solutions est celle que j'ai donnée dans un Mé- 
moire présenté à l’Institut, dans la séance du 19 mai 1812. Plus tard, 
la question a été reprise par M. Sturm, qui l’a rattachée à la recherche 
du plus grand commun diviseur entre les premiers membres d’une 
équation algébrique et de l'équation dérivée. Plus tard encore elle a 
été de nouveau traitée, soit par moi-même, soit par d’autres auteurs, 
spécialement par MM. Sylvester, Hermite et Faa de Bruno, et l’on est 
arrivé à cette conclusion remarquable, que le nombre des racines 
réelles peut être fourni par l'application de la règle de Descartes aux 
seules quantités qui, dans l'équation des différences, servent de coeffi- 
clients aux puissances de l’inconnue dont les degrés sont les zombres 
triangulaires. 

Mais les équations auxquelles on est conduit dans les applications 
de l'Analyse à la Mécanique, à la Physique, à l’Astronomie, né sont 
pas toujours algébriques; elles peuvent être, elles sont souvent trans- 


(1) Voir le Traité de la résolution des équations numériques, par Lagrange, édition 
de 1808, page 43. — OEuvres de Lagrange, T. VI, p. 66. 
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cendantes, et souvent aussi les racines imaginaires de ces équations 
algébriques ou transcendantes jouent un grand rôle dans la solution 
des problèmes. Il était donc important d'établir des principes géné- 
raux pour le dénombrement et la séparation des racines réelles ou 
imaginaires dans les équations algébriques ou transcendantes. C'est 
ce que j'ai fait dans le Mémoire lithographié du 27 novembre 1831 (") 
et dans quelques autres, spécialement dans un Mémoire que renferme 
le Tome XL des Comptes rendus. Dans ce dernier Mémoire, le dénom- 
brement des racines qui représentent les affixes de points renfermés 
dans un contour donné a été réduit à la détermination de la quantité 
que je nomme Île compteur logarithmique. D'ailleurs cette détermina- 
tion peut être aisément effectuée à l’aide des formules que fournit le 
calcul des indices des fonctions, quand, l'équation proposée étant algé- 
brique, le contour donné est un polygone rectiligne, ou même un 
polygone curviligne dont les côtés sont des arcs de cercle. J'ajoute 
que les mêmes formules peuvent être employées avec succès pour le 
dénombrement et la séparation des racines réelles ou imaginaires 
d'équations transcendantes. C'est ce que l’on verra dans le présent 
Mémoire, où ces formules sont appliquées à deux équations fonda- 
mentales que présente la théorie du mouvement elliptique des pla- 
nètes, savoir à l'équation qui détermine l’anomalie excentrique et à 
celle qu'on obtient lorsque, entre cette équation et sa dérivée, on 
élimine l’excentricité. 
ANALYSE. 
$S 1 — Formules générales. 
_ Soient 
æ, y les deux coordonnées rectangulaires d'un point qui se meut 
dans un plan; 
3 = æ + yi l’affixe de ce point; 
S une aire comprise dans le plan donné, et limitée par un certain 
contour ; 


(1) OEuvres de Cauchy, S. H, T. XV. 
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Z — {(z) une fonction de z qui ne s’évanouisse en aucun point de ce 
contour, et qui demeure finie et continue, tandis que le point 
dont = est l’aflixe se meut sans sortir de l'aire S; 

X, Y les coordonnées rectangulaires du point dont l’affixe est Z, en 
sorte qu’on ait 

Z=Æ4 + Fi. 
Concevons d’ailleurs que l’on cherche les racines de l'équation 


(1) fs 0 


propres à représenter les affixes de points renfermés dans l'aire S; 
supposons que toutes ces racines soient du nombre de celles qu'on 
nomme racines sémples, ou doubles, ou triples, etc., c’est-à-dire que, la 
lettre c désignant l’une quelconque de ces racines, le rapport de Z à 
la première, ou à la deuxième, ou à la troisième, ... puissance de la 
différence z — c conserve, pour = — ce, une valeur finie distincte de 
zéro. Si l’on nomme 7» le nombre total des racines dont il s’agit, 
égales ou inégales, c’est-à-dire la somme de plusieurs nombres en- 
tiers correspondants à ces racines et respectivement égaux à l'unité 
pour une racine simple, à deux pour une racine double, à trois pour 


une racine triple, ..., on aura 


AIZ 
(2) m EPS Le 
la valeur de [étant 

| ESranti, 


et la variation logarithmique qu'indique la lettre A s'étendant au con- 


tour entier de l'aire S. 
Ajoutons que, si ce contour est décomposé en éléments divers, la 
variation logarithmique AIZ et le nombre », exprimé par le compteur 


lo garithmique 


se décomposeront à leur tour en éléments correspondants. 
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D'autre part, si par la notation [«] on désigne la elef d’une quan- 
tité réelle w, c'est-à-dire une autre quantité qui se réduise à l'unité 
quand & est positif, à — 1 quand w est négatif, alors, en étendant les 
opérations qu'indiquent les deux lettres A et # soit au contour entier 


de l'aire S, soit à une partie seulement de ce contour, on aura 


(3) M si?) +54(2) 
se 2 } 
et 
D UT nn ere 
(SE EE RER DT SCA + F?) + iarctang ET F | 


\ 


Lorsque la variation logarithmique AÏZ s'étend au contour entier 
de l'aire S, la formule (3) se réduit à 


; ELA 
(5) ï aiz=;#( 5) 


et par suite le nombre »2 peut être déterminé à l'aide de l'équation 


> 
(6) | m=:#(5) 


l'indice intégral s'étendant au contour entier de l'aire S. 

Si le contour de l'aire S est un rectangle, ou même un polygone 
rectiligne quelconque, l'indice intégral se décomposera en plusieurs 
autres, qui correspondront aux divers côtés de ce polygone, et les 
quantités Z, X, Y pourront être exprimées en fonction de longueurs 
mesurées sur ces mêmes côtés. 

Concevons à présent que, dans le cas où æ et F(x) sont réels, on 
désigne par Ra 
ru F(x) 
su 
la différence entre les valeurs. de F(x) correspondantes aux valeurs +’ 
et +’ de æ, en sorte qu'on ait | 


ee F(æ) So F(x') RE F(zx'). 


RAR 
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Alors, en réduisant l'aire S à celle d’un rectangle compris entre les 
quatre droites représentées par les équations | 


Pour que, dans le cas où 
LEE tD) 
est une fonction réelle de 3, la formule (7) fournisse le nombre m 
des racines réelles de A nn ), ou, ce qui revient au même, de 


la suivante 
(8) ; f(z)=0, 


renfermées entre les limites x’, +”, il suffit de poser 
L * 


A ES À | Ph À : Ê 
y'=—6, …4 = 0, » 


” 


6 étant un nombre infiniment petit. Si d’ailleurs les racines dont rl 
s'agit sont toutes inégales, le rapport 


4 ro . 


| 


pourra être remplacé par le rapport 
| rs æ). , È ” 
RACE Se 


dont il dotora très peu pour des valeurs de y voisines à zéro, el la 
formule (5) donnera 


+ 


| rt Hd TT) 
(9) Er ie a. dre] j (2 


CE à 


Concevons, pour fixer les idées, do jéuttis denim le nombre 


RARE Te L v 2e Si, SR TPS A x Cv Le ER ét VAT Fe 
ni LA MAMA ie ST RUE J ù ; Fe y 
CRE UT pA TT Vs , 
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total des racines réelles de l'équation (8). On devra poser 


ASE Sr 00 Ne 00, 


dans la formule (9), qui donnera simplement 


è f(x) 
(10) m =1— 1 (F5) 
r=-e 
si f(æ) est une fonction entière de æ. 

Si le contour de l'aire S était composé, non plus de droites, mais 
d’ares de cercle, alors, dans la détermination des divers éléments du 
nombre »#, on pourrait considérer Z, X, Ÿ comme fonctions de lon- 
gueurs mesurées sur ces arcs de cercle, ou d'angles pfoportionnels à 
ces longueurs, ou de lignes trigonométriques dans lesquelles entre- 
raient ces mêmes angles. 

Si, pour fixer les idées, on réduisait l'aire S à celle d’un cercle qui 
aurait pour rayon r, et pour centre le point dont l’affixe est ce, alors, 
en posant . 

| 3=C+rp et ÿ — tang £ 
on pourrait considérer X, Ÿ, Z comme fonctions de p ou de 0. Dans 
cette même hypothèse, si Z est une fonction entière de degré 7, pour 
déterminer le nombre #2 des racines de l'équation (1) qui repré- 
sentent les affixes de points situés dans l'intérieur du cercle, il suffira 
de poser | 

(— Qi Z=V+Wi, 


V, W étant réels, puis de recourir, si 2 est impair, à la formule 


n 1 CE ; 
(11) RS Le J) Gr) 


et sin est pair, à la formule 


ñ 1 => WW I Te CV 
(12) Li free 2. | V | a G Li) 
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S Il. — Application des formules établies dans le K I. 


Si, dans le mouvement elliptique d’une planète, on désigne par 
les lettres Ÿ, e l'anomalie excentrique et l’excentricité de l'orbite, 


on aura 
V—esing —T, 


T désignant une fonction linéaire du temps. L’anomalie excentrique 
sera donc une racine réelle d'une équation de la forme 


(1) ses sinis Es iTrE 0j 


«, T'étant des quantités réelles dont la première est inférieure à 
l'unité. 

D'autre part, pour que l'équation (1) acquière des racines égales, 
il est nécessaire que l’inconnue 3 vérifie simultanément cette équa- 


tion et sa dérivée 

(2) 1 — € COS3 — O, 
par conséquent aussi la formule 

(3) Sr tongs T0, 


que fournit l'élimination de e entre les équations (1) et (2). 

: étant positif et inférieur à l'unité, toutes les racines de l'équa- 
tion (2) sont nécessairement imaginaires. Mais il n’en est plus de 
même des équations transcendantes (1) et (3). Celles-ci admettent 
deux sortes de racines, les unes réelles, les autres imaginaires. D'ail- 
leurs, pour séparer ces racines les unes des autres, pour assigner 
même des limites entre lesquelles chaque racine est comprise, il 
suflira, comme on va le voir, de recourir aux formules établies dans 
le SI. 

Parlons d’abord de l'équation (1). Si l’on y suppose l'aflixe = 
réduite à une quantité réelle x, elle deviendra 


(4) æ—esinz — T +0; 


je 
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et, pour déterminer le nombre r» des racines réelles de l'équation (4) 


comprises entre deux limites données 


il suffira de recourir à la formule (9) du $ I, et de poser, dans cette 


formule, 
f(æ)—=æ—esinxz —7T, 


par conséquent 
LE f(x) —=1—Eecosx. 


Or, en vertu de ces dernières équations, la seconde des fonctions 
f(x), f(x) 


sera toujours positive, et la première se réduira simplement à æ — 7, 
pour toute valeur de x propre à vérifier la condition 


(2) | Sr 


c'est-à-dire toutes les fois que l’on prendra pour + un des termes de 


la progression 
(6) RU IR, AM Ed NT Aa OR ds 


indéfiniment prolongée dans les deux sens. Cela posé, concevons que 
l’on réduise les limites æ’, +” à deux termes consécutifs de cette pro- 


gression, et que l’on pose en conséquence 
a Se æ'=(kK+1)r, 


Æ étant une quantité entière. La formule (9) du $ I donnera 


Il 


fa TlaleT]—(e TI 


dl 


ll > 


I na 
2 F4 


PS 
1 


) NE 


par conséquent le nombre »2 des racines de l'équation (4) comprises 
entre les limites dont il s’agit sera égal à 1, si Test compris entre 
ces mêmes limites, à zéro dans le cas contraire. Donc l'équation (1) 
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offrira une seule racine réelle; et, si l’on nomme k= le plus grand des 
mulliples de + inférieurs à T, cette racine unique sera comprise entre les 
limites 

kr, (K+1)7. 


Parlons maintenant des racines imaginaires de l'équation (1). Ces 


racines seront de la forme 
5= 2 + Yi, 


æ, y étant des quantités réelles dont la seconde ne sera pas nulle, et 
ces racines seront conjuguées deux à deux : car, si l'on pose 

Z = Esins TANT FE, 
X, Y étant réels, on trouvera 


er + e7Y gs e* — eTY 
(8) A—=x—T—E——— sinx, PF = y —Ee—:— cosx; 
| DR * 2 


et par suite, si les équations 
Æ—=o, F=o 


.se vérifient pour un système donné de valeurs de æ et de y, elles se 
vérifieront encore quand y changera de signe, æ demeurant inva- 
riable. Donc la recherche des racines imaginaires de l’équation (1) 
peut être réduite à la recherche de celles dans lesquelles y est positif. 
Cela posé, nommons 7» le nombre de celles dans lesquelles, y étant 


positif et compris entre deux limites données 


! 


, à 
FEES 


x est lui-même renfermé entre deux autres limites 


Pour obtenir le nombre 7», il suffira de recourir à la formule (7) 
du $ 1, et d'y substituer les valeurs de X, F fournies par les équa- 
tions (8). D'ailleurs la seconde de ces équations donnera simplement 


Frs}, 
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pour toute valeur de æ propre à vérifier la condition 

(9) FLOUE = 0, 

c'est-à-dire toutes {os fois que l’on prendra pour æ un des termes de 


la progression 


(10) fée rem Cora a Pr, 2.4 


indéfiniment prolongée dans les deux sens; et, dans cette hypothèse, 
on aura, en supposant y’ et y” positifs, 


Done, si l'on prend pour +’, x” deux termes consécutifs de la progres- 
sion (10), la formule (7) du $ I donnera simplement 


FES ia de Da 


r=r 


(11) NE 


Si dans cette dernière formule on attribue à y une valeur Re 
très petite, on aura sensiblement 


F=yf(z) =7y(i—Eecosx), 
par conséquent Ÿ > 0, et 
E fe à + js: 
UF 
Donc alors, en vertu.de la formule (11), il suffira, pour obtenir », de 
poser y — y” dans l'équation 


(12) . Es 


D'ailleurs, eu égard aux formules (8), l'équation 


F0 
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donne 
(13) cos = ——") ; 
et, pour qu’une valeur réelle de æ puisse vérifier la formule (13), 


y étant positif, il est nécessaire que la valeur positive attribuée à y 
soit égale ou supérieure à la racine positive unique 6 de l'équation 


e* — e* I 
(14) dt 


2Y € 


Ajoutons que si, cette condition étant remplie, on pose 


194: _ @æ arc cos ARE Ps 
(5) | as, 


deux termes consécutifs de la progression (10) comprendront entre 
eux deux racines de l'équation (13), où n’en comprendront aucune. 


Le dernier cas aura lieu si æ’, x” sont de la forme 
2'=(ak+nr— ©, > = (24 +1)r + À 
k étant une quantité entière.-Si au contraire æ', æ” sont de la forme 
æ'=— 2kT — _ 5 AUTEUR : 


l'équation admettra deux racines +,, x, comprises entre les limites +’, 


x", et déterminées par les formules 


ou, ce qui revient au même, par les formules 


æ,—=2kT— a, Œ,T MK +H A 


Alors aussi la formule (12) donnera 


(16) mA 
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ou, ce qui revient au même, 


Moi rave 


3 


(17) 


les valeurs de À, B étant 


ei + e 02 : 2kr-—T 
RE Cr ? RE : k 
AA sin œ sin & 


(18) TASSE 


Or, en vertu de l'équation (15), on aura 


e— e I 
— Der: 2 O, 
2Y COS 
et, comme on a d’ailleurs 
eY + eTy e* — e7Y. æ I 
ne D UE ee Es 
2 2Y SiNZz  COSa 


la première des équations (18) donnera 4 >> 0. Donc la formule ten) 
donnera » := 0 si y est assez petit pour que À reste inférieur à la 
valeur numérique de 8, et m# — 1 si À surpasse la valeur numérique 
de 8, ce qui arrivera certainement pour une valeur de y suffisamment 
grande, puisque, y venant à croître indéfiniment, À converge vers la 
limite + et 8 vers la limite 247 — 7, Il suffira même, pour que À sur- 
passe la valeur numérique de , d'attribuer à y une valeur égale ou 
supérieure à la racine positive unique de l'équation 


e+e-Y  e*Y—eY I PTT 67 À 
(19) si — = Hot sv He 0, 
2 29 e? ler — e7: ë 


ÿ étant la valeur numérique de 24r —T. 


En résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 
THÉORÈME. — L'équation (1) offre une infirité de racines imaginaires et 
de la forme x + yi. Parmi ces racines conjuguées deux à deux, une seule 


au plus de celles qui répondent à des valeurs positives de y offre une partie 


à : ue Fr T LS 
reelle x comprise entre les lumites kr — + kr + ds k étant une quantite 


4 4 


entière; et méme l'équation n'admet une telle racine que dans le cas où 
la valeur numérique de k est un nombre pair. D'ailleurs, dans cette méme 


OEuvres de C.— S.1,1. XI. | 53 
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racine, le coefficient y de à est supérieur à la racine positive unique 6 de 
l'équation (14), et inférieur à la racine positive unique + de l’équa- 
lion (19). 


En appliquant les formules du $ I, non plus à l’équation (1), mais 
à l'équation (3), on s’assurera : 1° que cette équation offre une infi- 
nité de racines réelles dont une seule est comprise entre deux termes 
consécutifs de la progression (6); 2° qu’elle offre seulement, comme 
l’a reconnu M. Serret, deux racines imaginaires conjuguées l'une à 
l’autre, et que, dans chacune de ces deux racines, la partie réelle est 
renfermée entre les deux termes de la progression qui comprennent 
entre eux le nombre T. | 


919, 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la résolution des équations algébriques. 


C. R., T. XLIV, p. 268 (16 février 1857). 


J'ai, il y a vingt ans; adressé à l'Académie plusieurs Mémoires sur 
la résolution des équations algébriques. L'un de ces Mémoires, publié 
dans le Tome IV des Comptes rendus ('), renferme divers théorèmes 
qui paraissent dignes de quelque attention, entre autres le suivant : 


Taéorème |. — Lorsqu'une équation a toutes ses racines réelles et iné- 
gales, on.peut obtenir chacune de ces racines développée en série conver- 


gen Le. 


D'autre part, en suivant diverses méthodes que j'ai développées 
dans Le IVe Volume des Exercices de Mathématiques (2), et dont l’une 
a été indiquée par Lagrange, on peut établir encore le théorème dont 
voici l'énoncé : 


Tuéonème IL. — n variables étant assujetties à cette condition que leurs 


(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IV, p. 66. 
(2?) Zbid., S. IH, T. IX. 
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carrés donnent pour somme l'unité, l'équation du degré n qui détermine 
les maxima d'une fonction de ces variables, entière, homogène et du 


. second degré, a toutes ses racines réelles. 

Enfin, aux deux théorèmes qui précèdent, on peut joindre le sui- 
vant : 

Tuéorème HE. — Une fonclion rauonnelle de l'une quelconque des 


racines d’une équation algébrique du degré n peut être généralement 


réduite à une fonction entière de la même racine du degré n — 1. 


Cela posé, soit f(æ) une fonction entière de la variable x à coeffi- 
cients réels et du degré ». Désignons par 


Hi d'ou, 
n autres variables assujetties à la condition 


+ Vi ++... Ti, 
et par 
NE rF(ur pie) 
une fonction de &, 6, w, ... entière, homogène et du second degré, les 
coefficients des carrés u?, 6°, æ°?, ... et des produits wv, uw, ..., 
ew, ..., dans la fonction y, étant eux-mêmes des fonctions entières 
de æ à coefficients réels, et choisis de manière que les diverses racines 
de l'équation 
4 
(1) 3 À À Em s 
03 / 
NES 1 CP . . AS . . 
vérifient encore l'équation produite par l'élimination de &, 6, æ, 
entre les formules 


Déy #0; B,7 —=0; Dir =0o, 


Les maxima et minima de y, considéré comme fonction de &, 6, æ, …., 
seront déterminés par une équation nouvelle 


(2) ÉSe, 


dans laquelle F sera une fonction entière de x et de y, du degré x par 
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rapport à y; et, pour une valeur réelle quelconque de la variable +, 
l'équation (2), résolue par rapport à y, offrira z racines réelles 


Pan es ms Pin 


développables en séries convergentes dont les divers. termes seront 
des fonctions rationnelles de æ. Quand on prendra pour æ une racine 
réelle de l’équation (1), une racine y de l'équation (2) s’évanouira; 
et, eu égard au théorème IT, la somme de la série qui représentera 
le développement de cette racine pourra être, avec les divers termes, 
réduite à une fonction entière de æ du degré » — 1. Soit X cette 
fonction entière. Si le développement de y est tel que cette fonction 
entière ne soit pas identiquement nulle, la racine réelle æ, qui véri- 
fiait l'équation (1), devra vérifier encore l'équation 


(3) 4 A = 0, 


dont le degré est 2 — 1; elle sera même la seule racine commune à ces 


deux équations, s’il n'arrive jamais que pour une valeur réelle de x 


deux racines de l’équation (2) soient égales entre elles, et alors, pour 
Ô n 


déterminer la racine æ, il suffira de chercher la racine commune aux 
équations (1) et (3). | 

Des principes que je viens d’exposer résulte évidemment, pour la 
résolution des équations algébriques, une méthode nouvelle, et qui 
semble devoir être remarquée. Dans les prochaines séances, je déve- 
lopperai cette méthode et j’examinerai comment on doit s’y prendre 
pour que la formule (3) ne se réduise pas à une équation identique. 
in raison de l'intérêt qui s'attache à cette question, l'Académie me 
permettra de laisser dormir pour l'instant la discussion relative aux 
forces instantanées. Je la reprendrai plus tard, en m’efforçant d’être 
tellement clair, tellement précis, que mes assertions, par leur évi- 
dence, entrainent l’assentiment de tous nos confrères. 


RS > 


EE: 
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ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les fonctions quadratiques et homogènes 


de plusieurs variables. 


C-R., T. XLIV, p. 361 (23 février 1857). 


SI — Propriétés générales des fonctions quadratiques et homogènes. 


Lorsqu'une fonction homogène de plusieurs variables est en même 
temps quadratique, c'est-à-dire du second degré, elle jouit de pro- 
priétés diverses d'autant plus dignes d’être remarquées qu’on peut en 
déduire une méthode générale pour la résolution des équations algé- 
briques. Ces propriétés constituent les théorèmes que nous allons 
énoncer. | 


TnéorÈèME 1. — Soit 


(1) MS En TPS AOPEAL SE, 


une fonction quadratique et homogéne de n variables 


Soient encore 


les demi-dérivées de cette fonction relatives à ces mêmes variables. Si l’on 
multiplie chacune de ces demi-dérivées par la variable correspondante, la 


somme des produits obtenus sera la fonction elle-même, en sorte qu'on 


aura 
(2) J=Aa+B6+...+Hn+08 
Démonstration. — Si le théorème est vrai quand on prend pour y 


certaines fonctions quadratiques et homogènes 


M VS 


des variables 
Da Gsm & 


il continue évidemment de subsister quand on prendra pour y une 


\BRARY 
V'or THE 


& UNIVERSITY 


OF. us 
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fonction linéaire de u, », w, ..…. D'ailleurs le théorème énoncé est 
évidemment exact, quand la fonction y se réduit au carré &? d'une 
seule variable, ou au double produit 246 de deux variables, attendu 


qu’on a, dans le premier cas 
? Ge 
dans le second cas 


et que, par suite, la formule (2) se réduit, dans le premier cas, à 


l'équation identique 
a? aa, 


dans le second cas, à l'équation identique 
248 — 6a + 6. 


Donc le théorème énoncé sera généralement vrai. 

Ce théorème, déjà connu, constitue pour les fonctions quadratiques 
ce qu'on nomme le théorème des fonctions homogènes. La démonstration 
très simple que nous venons d'en donner offre cet avantage qu'elle 
s'applique encore aux deux théorèmes suivants : 


TaéorÈme IT. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 


désignons par 


", 6, is Vo Bart Nys ü, 


deux systèmes de valeurs successivement attribuées aux variables 


el par 


les valeurs correspondantes des demi-derivées 
LOC ANA : Male : 5 


Si l’on multiplie les valeurs des variables dans l’un des systèmes donnes 


par les valeurs des demi-dérivées correspondantes dans l'autre système, 
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la somme des produits obtenus ne changera pas dé valeur quand on 


échangera les deux systèmes entre eux ; en sorte qu'on aura 


(3) À,a, + B,6, +. ut H,n, + 0,0,— À, a, + D,0,+. ec H,n,+ 0,9, 


Démonstration. — Le théorème IT est évidemment exact quand la 
fonction y se réduit à &° ou à 246, attendu que la formule (3) se 
réduit, dans le premier cas, à l'équation identique 


4, &,— %y % 
dans le second cas à l'équation identique 


HE æ 6. 


£ r ÉOPRRT 
9,4, + à, — 9,4 oi 


"et : ! 


Donc ce théorème sera généralement vrai. 


THÉORÈME IT, — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1. 
st l’on multiplie par le carré de chaque variable la différentielle du rap- 
port qu'on obtient quand on divise par cette même variable la demi- 
dérivée correspondante, la somme des produits formes s’'évanouira: en 


sorte qu'on aura 


A 
(4) DE GAS LE on ne, 
ct 6 1 ÿ 
Démonstration. — Le théorème HT est évidemment exact quand la 


fonction y se réduit à &? ou à 246, attendu que la formule (4) se 
réduit, dans le premier cas, à l'équation identique 


ER 
aæ d— = 0, 
œ 


dans le second cas à l'équation identique 


ETS, 


PMU 
Ce 6 


0. 


Donc cé théorème sera généralement vrai. 
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S IE. — Sur l'équation qui détermine les maxima et minima d’une fonction 
réelle quadratique et homogène de plusieurs variables dont les carrés 


donnent pour somme l'unité. 


Soient, comme dans leS I, 
(1) PR CE MOI) 


une fonction quadratique et homogène de 2 variables 
et 


les demi-dérivées de cette fonction relatives à ces mêmes variables. 


Si, la fonction étant réelle, c’est-à-dire à coefficients réels, on assu- 


jettit les &, 6, ..., n. 0 à la condition 
] ñ 
(2) + ++... .+n + 6—:1, 


les maxirna et minima de cette fonction y seront déterminés par la 


formule 


(3) pee 


ou, ce qui revient au même, par les équations 


pe 


(4) &y — À — 0, 6y —B—o, Pr HYTr ER —0, Üy 0. 


Ces dernières équations étant linéaires et homogènes par rapport aux 


variables 
di Bi ss M0) 


on pourra en déduire, par l'élimination de ces variables, e{ sans qu'il 
soit nécessaire de recourir à la condition (2), une équation finale 


(6) es D MS 


dans laquelle Y sera fonction de y seulement. D'ailleurs, pour obtenir 
cette équation finale, il suffira de substituer dans la première des 


RTS 
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équations (4) des valeurs de x, 6, ..., n, 0 propres à vérifier les sui- 
vantes ; par conséquent il suffira de prendre 


(6) F=ay — A, 
2, 6,...,1n, 0 étant choisis de manière à vérifier les équations 
(7) 6y —B—o, ss nÿ —H=o, 0 y — 0 — 0. 


Or on satisfera aux équations (7) en prenant pour &s 6, 1.5, rs 0 88 
fonctions entières de y déterminées par les formules 


(8) a=faQf, ‘6—16Q, 5 “n—[nQt  9—100) 
jointes à l'équation ; 
(9) Q—(8y7—B)...(n7 —H)(5y—0), 


et en considérant, dans les seconds membres des fabntulée (8), 

2, 6, ..., n, 0 comme des clefs anastrophiques assujetties à la con- 

dition | R SA. | : 

(10) |a8...n9|—r. | : 
Il importe d'observer qu’en vertu des formules (6) et (8) on aura 

LS CR F=|(ay—A)Q|, 

par conséquent ; 

(12) F=|(a7—A)(6y7—B)...(ny —H)(8y—0)|, 

002.5) ÿ; 0 étant des clefs anastrophiques assujetties à la condition 

LAS A0: 
D'autre part, en vertu de la première des formules (8), on aura 


(13) a —|(8y—B)...(ny—H)(9y—0)|, 


Pourvu qu'après avoir posé & — o dans la fonction F(x,6,..., n,0), 

et, par suite, dans les demi-dérivées B, ..., H, @, on considère, dans 

le second membre de la formule (13), 6, ..., n, 0 comme des clefs 
OEuvres de C. — S.1,t. XI. 54 


426 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 
anastrophiques assujetties à la condition 


EST TRE. 


Cela posé, la fonction & de y, déterminée par la première des for- 
mules (8), sera évidemment ce que devient Y lorsqu'on réduit la 
fonction F(x,6,...,n, 0) à F(o0,6,...,n, 0) en posant « — 0. 

Observons encore que, dans la fonction Y déterminée par l’équa- 
tion (12), le terme qui renfermera la plus haute puissance de y sera 
évidemment y”. Donc l'équation (5), résolue par rapport à y, offrira 
n racines. J'ajoute que la fonction Y, déterminée par l'équation (12), 
. jouira de plusieurs propriétés remarquables, desquelles se déduira 
aisément la nature des racines de l'équation (5). C’est ce que je vais 
faire voir. 

Remarquons d’abord que les équations (6) et (7) peuvent être rem- 
; placées par la ne formule 


(14) = ———= 


Cela posé, soient 
Yo Yr 


deux valeurs distinctes successivement attribuées à y, et, pour dési- 

gner les valeurs correspondantes des quantités représentées par les 

lettres ‘ : | 
dé et LE AN M D at 0, D, ef 

et déterminées par les équations (6) et (8), plaçons au bas de ces 

lettres un accent simple ou double. La formule (14) donnera, pour 


DO JN 


15 y = Pr RS Cl 
ne de a, 6, ñ, Le 
puis en posant, pour abréger, 

(16) s Sabe-E de. + NN, + 0,0,, 


(17) S—A,a,+B,6,+...+H,n,+ 0,0, 


L' 7 
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on tirera de la formule (15) 


— S+F, %, 


(18) Y, : 


Mais s ne change pas de valeur quand on échange entre eux y,, y,, et 
en vertu du second théorème du SI, on pourra en dire autant de S. 
On aura donc encore | 


S+F, a 
(19) = —— "— 
$ 
et, par suite, 
Y,a—#FrFa 
(20) Je Li es s GR 
ou, ce qui revient au même, 
(21) S(Y;—Y,)=F,e 7, Lys 
ou bien encore 
À F, 
œ 
(22) RACE ns 
ler f 


Si, dans cette dernière formule, on pose 
 d'hral don L 
elle donnera simplement 


(23) D, 7 —$, 


la valeur de s étant déterminée par l'équation 
(24) s—=o@+6+,..+ 1? + 07, 


On peut, au reste, déduire directement l'équation (23) de la for- 
mule (14), de laquelle on tire 
A r B 
D, + D,— D,3 RO PE À 


et, par suite, eu égard au théorème HI du S I, 


(25) BD, —a+6+...+nt+ 8. 
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Les formules (21) et (25) permettent de reconnaître aisément la 
nature des racines de l’équation (5). On peut conclure de la for- 
mule (21) que toutes ces racines sont réelles. En effet, la fonction 
F(x,6,...,0,n) étant supposée réelle, c’est-à-dire à coefficients 
réels, la fonction de y représentée par Y sera pareïllement réelle, et, 
si l'équation (5) admet des racines imaginaires, ces racines seront 
conjuguées deux à deux. D'ailleurs, si l’on nomme 


Yo nr 
deux racines conjuguées de l’équation (5), les valeurs 
F’,, F 


de Y correspondantes à ces deux racines s’évanouiront. On aura donc 


et, comme la différence 
Ÿr 29 


sera le double du coefficient de i dans l’une des racines, par consé- 
quent une quantité distincte de zéro, l'équation (21) donnera 


d'a D 
ou, ce qui revient au même, 
(26) a,a,+8,8,+...+n,n,+ 0,0,= 0. 
D'ailleurs, 

NT 


étant deux expressions imaginaires conjuguées, on pourra en dire 


autant de 


d'éta, 6 8 a: M em 4e, 
Donc chacun des produits 


1? 


2 ü 
2:47 6,0 F3 M0 20 


sera positif, à moins que ses deux facteurs ne s’évanouissent simulta- 


>= ÆLASEE 


0 
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nément, et l'équation (26) ne pourra subsister à moins que l’on n'ait 


en même temps 
(27) | 


Donc toutes les racines de l'équation (5) seront certainement réelles 
si aucune d'elles ne vérifie avec la formule (5) les ? équations 


(28) 05 0, RTE n = 0 V0. 


D'ailleurs cette dernière condition ne pourrait être remplie que pour 
des cas exceptionnels correspondants à des valeurs particulières des 
coefficients que renferme la fonction F(x,6,...,1n,0), et les valeurs 
qu'acquerraient, dans ces cas exceptionnels, les racines de l’équa- 
tion (5), seraient certainement des limites vers lesquelles converge- 
raient des valeurs très voisines qu’on obtiendrait en altérant très peu 
une ou plusieurs des valeurs particulières attribuées aux divers coef- 
ficients. Cés valeurs voisines étant réelles, leurs limites seraient né- 
cessairement réelles; d'où il résulte que, même dans les cas excep- 
tionnels, l'équation (5) n’admettra point de racines imaginaires. 
Ainsi la formule (21) entraîne la proposition qui a été rappelée aux 
pages 418, 419, et que l’on peut énoncer comme il suit : 


Tuéorème 1. — x variables étant assujetties à cette condition, que la 
somme de leurs carrés soit l’unuté, l'équation du degré n qui détermine 
les maxima et les minima d'une fonction quadratique homogene et réelle 


de ces variables, a toutes ses racines réelles. 


Les n racines réelles de l'équation (5) seront généralement iné- 
gales, et ne pourront cesser d’être inégales que dans le cas où une 
même valeur de y vérifiera simultanément cette équation et sa dé- 
rivée 
(29) DiFre. 


Dans ce cas particulier, les coefficients que renferme la fonction 


L 
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F(a,6,...,1n,0) devront satisfaire à l'équation de condition que pro- 
duira l'élimination de y entre les formules (5) et (29). Soit 


(30) | Ko 


cette équation de condition, On pourrait croire au premier abord 
qu'elle servira uniquement à déterminer un des coeflicients ren- 
fermés dans F(x,6,...,n,0) quand on connaîtra tous les autres. 
Mais il n’en est pas ainsi. Effectivement, lorsqu'une même valeur 
de y vérifiera les formules (5) et (29), l'équation (25) donnera 


(31) + e+,,,+n+0—o, 


et entraînera nécessairement avec elle les conditions (28). Il y a 
plus : ces conditions devront encore être vérifiées lorsque, dans les 
formules (8), on supposera la fonction Q déterminée, non plus par 
l'équation (9), mais par l’une de celles qu'on en déduit à l’aide 
d'échanges opérés entre les clefs &, 6, ..., 0, n. En conséquence, on 
peut énoncer la proposition suivante : 


TuéorÈME IT. — Pour qu'une racine y de l'équation (5) soit une racine 
double ou multiple, 1l est nécessaire que cette racine vérifie chacune des 
équations (28), les valeurs de a, 6, ..., n, 0 étant déterminées par les 
formules (8) jointes ou à l'équation (9), ou à l’une de celles qu'on en 
déduit quand on échange entre elles les clefs «, 6, ...,1n, 0. Par suite, 
pour qu'une racine réelle de l'équation (5) soit double ou muluple, il est 
nécessatre qu'elle soit commune à cette équation et à toutes celles qu'on 
en déduit quand on remplace la fonction F(4,6,...,1n,0) par une des 


fonctions 
F(o,6 0) Ed 0, ci AR ECC SON FINS De) 


Observons encore qu'en vertu de la formule (25) la dérivée du 
_ : ï : “ae 

rapport =» prise par rapport à «, sera toujours positive quand elle 

ne sera pas nulle. Donc, pour des valeurs croissantes de y, ce rapport 


croitra sans cesse, tant qu'il conservera une valeur finie, et, quand 1l 
changera de signe avec F en passant par zéro, la valeur de «& devra 
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ètre positive si Y passe du négatif au positif; elle devra être négative 
si Ÿ passe du positif au négatif. Si d’ailleurs on nomme 


(32) Jo ET stte 9 Yn—1 Yn 


les racines de l'équation (5) rangées par ordre de grandeur, de 
manière qu'elles forment une suite croissante, et si l’on fait croître y 
par degrés insensibles depuis une limite inférieure à y, jusqu'à une 
limite supérieure à y,, Ÿ ne changera de signe qu’au moment où YF 
acquerra une valeur représentée par l’un des deux termes de la 
suite (32), et à deux termes consécutifs de cette suite correspon- 
dront deux changements de signe de la fonction F en sens opposés, 
par conséquent deux valeurs de «, dont l’une sera positive, l’autre 


négative. Donc, si l’on nomme 
(33) Lis Los Xn—1s Xn 
les valeurs de « correspondantes aux racines 


Far lanceur Meter JR 
de l'équation (5), deux termes consécutifs de la suite (33) seront 
toujours deux quantités affectées de signes contraires. En consé- 
quence, deux termes consécutifs de la suite (32) comprendront tou- 
jours entre eux l’une des #7 — 1 racines de l'équation 


(34) &— 0, 


et réciproquement deux racines consécutives de l'équation (34) com- 

prendront toujours entre elles un terme de la suite (32). D'ailleurs, 

comme on l'a remarqué, «, dans l'équation (34), sera ce que de- 

vient Y lorsque, dans la fonction F(x,6,...,1n,0), on pose « — 0. On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 


Taéorème HI. — Soit y — F(x,6,...,n, 0) une fonction quadratique 
réelle et homogène de n variables u, 6, ..., n, 0 dont les carrés donnent 


pour somme l'unité. Soit encore 


(ere PQ 
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l'équation en y du degré n, qui détermine les maxima et minima de 


celle fonction, et nommons 


(32) V1 V2 #9 Vn—1s Yn 


les n racines réelles de cette équation. Enfin soient 
(35) À Fa Ÿ SALE pere) 


les n — 1 racines de l'équation analogue a laquelle on parvient lorsque, 
dans la fonction F(«, #,...,n, 0), on réduit à séro l’une des variables ; 

el SUpposons les racines de chaque équation rangées par ordre de gran- 
deur, de manière à former une suite croissante. Chacune des racines de 


l'équation (5) sera comprise entre deux termes conséculifs de la suite 
(36) nn VAR APS EP VAIO A A TRES 


Le troisième théorème, duquel on pourrait déduire le deuxième, 
était déjà énoncé dans le Mémoire sur l'équation à l’aide de laquelle 
on détermine les inégalités séculaires du mouvement des planètes 
(voir le Volume IV des Exercices de Mathématiques, p. 152) ('). Les’ 
principes ci-dessus exposés, en fournissant, comme on vient de le 
voir, une démonstration très simple dè ce théorème, reproduisent 
avec la même facilité les autres propositions énoncées dans ce Mé- 
moire. | | : 


981. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Vote sur les resultantes anastrophiques. 


C.R., T. XLIV, p. 370 (23 février 1857). 


Les résultats obtenus par l’auteur seront développés dans une pro- 
chaine séance. 


(1) Œuvres de Cauchy, S. W, T. IX, p. 174. 
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982. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE, — Théorie nouvelle des résidus. 


C. R., T. XLIV, p. 406 (2 mars 1855). 


$ IL. — Considérations générales. 


C'est dans le premier Volume des £xercices de Mathématiques, pu- 
blié en 1826 (‘), que j'ai, pour la première fois, exposé les principes 
du Calcul des résidus, qui, comme je l’ai fait voir et comme l'ont aussi 
montré divers auteurs, entre autres MM. Blanchet et Tortolini, s’ap- 
plique avec succès, non seulement à la décomposition des fonctions 
rationnelles et à la détermination des intégrales définies, mais encore 
à l'intégration des équations différentielles ou aux dérivées partielles, 
et à la solution d'un grand nombre de problèmes, spécialement de 
ceux que présente la Physique mathématique. Toutefois la définition 
que j'avais d’abord donnée du résidu partiel ou intégral d'une fonction 
laissait quelque chose à désirer. A la vérité, cette définition était ana- 
logue à celle que Lagrange a donnée de la fonction dérivée; et de même 
que, suivant Lagrange, la dérivée d’une fonction y de + est le coefficient 
de la première puissance d’un accroissement € attribué à la variable +, 
dans le développement de l'accroissement correspondant de y suivant 
les puissances ascendantes de €, j'appelais résidu partiel de la fonc- 
tion y, relatif à une valeur pour laquelle cette fonction devenait 


infinie, le coefficient de e-‘ dans le développement de la variation 
de y suivant les puissances descendantes de e. 


Mais les définitions précédentes de la dérivée d’une fonction et de 
son résidu partiel relatif à une valeur donnée de la variable s'appuient 
sur la considération des développements en séries; et, comme je l'ai 
remarqué dans l'Analyse algébrique, il convient d'éviter l'emploi des 
séries dont la convergence n’est pas assurée. On y parvient dans le 


(1) Œuvres de Cauehy, S. IH, T. VI. 
OEuvres de C.— S. FH RCA 55 
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Calculinfinitésimal, en substituant à la définition de Lagrange la notion 
claire et précise du rapport différentiel de deux quantités variables, et 
en désignant sous ce nom la limite vers laquelle converge le rapport 
entre les variations infiniment petites et correspondantes de ces deux 
quantités. du | 

Il était à désirer qu’on püt aussi appuyer le Calcul des résidus sur 
une notion claire, précise et facile à saisir, qui fût indépendante de la 
considération des séries. Après y avoir mürement réfléchi, j'ai re- 
connu que les principes établis, d'une part dans mon Mémoire 
de 1825 sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, et dans 
le Mémoire lithographié du 27 novembre 1831, d'autre part dans les 
Mémoires que j'ai publiés sur les fonctions monodromes et monogènes, 
permettraient d'atteindre ce but. C’est ce que je vais expliquer en peu 
de mots. | | 

Supposons qu'un point mobile dont l’affixe est z se meuve dans 
l’intérieur d’une certaine aire S ou sur le contour de cette aire, et 
que, dans le dernier cas, en décrivant ce contour, il tourne autour de 
l’aire S dans le sens indiqué par la rotation d’une affixe dont l'argu- 
ment croit avec le temps. Soit d’ailleurs Z une fonction de l’affixe z, 
qui reste #onodrome dans toute l'étendue de l'aire, et conserve une 
valeur finie en chaque point du contour. Enfin, le contour étant par- 
tagé en éléments très petits, multiplions la variation que z subit 
quand on passe de l’origine d’un élément à son extrémité par une 
valeur de Z correspondante à un point de cet élément. La somme des 
produits ainsi formés aura pour limite une certaine intégrale (S). Or 
cette intégrale, qui dépendra en général non seulement de la fonc- 
tion Z, mais aussi de la forme attribuée au contour de l'aire S, de- 
viendra, du moins entre certaines limites, indépendante de ce con- 
tour, si la fonction Z, supposée déjà monodrome dans toute l'étendue 
de l'aire S, est de plus monogène en chaque point de cette aire. En 
effet, dans cette hypothèse, l'intégrale (S) ne changera pas de valeur 
si, le contour venant à se modifier par degrés insensibles et à changer 
de forme, [a fonction Z reste non seulement monodrome et monogène, 
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mais encore finie en chacun des points successivement occupés par 
ce contour. Cela posé, nommons points singuliers ceux dont les aflixes 
rendent infinie la fonction Z, ou, en d’autres termes, ceux dont les 
affixes sont racines de l'équation 


: Li 
(1) 7 — 0. 


Quand la fonction Z sera monodrome et monogène dans toute l'étendue 
de l’aireS, l'intégrale (S) dépendra uniquement de cette fonction Z 
et de la position des points singuliers renfermés dans Paire S. Il est 
aisé de voir, par exemple, qu’elle sera toujours nulle si l'aire S ne 
renferme aucun point singulier, et qu'elle aura pour valeur la con- 


stante A 
L=ari, 
s 

si, le pôle étant le seul point singulier que renferme l'aire S, l'équa- 
tion | 

D — (9) 
se réduit à l'équation linéaire 

$=0, 


c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’on a 


fe 


ù | — 


Le rapport 


Us ©, 
qui se réduira dans le premier cas à zéro, dans le second cas à l'unité, 
est ce que nous nommerons, dans tous les cas, le résidu intégral de la 
fonction Z relatif à l'aire S. Si l’on substitue à la fonction Z la dérivée 
de son logarithme népérien prise par rapport à la variable =, l’inté- 
grale (S) ne sera autre chose que la variation logarithmique de Z, et 
le résidu intégral | 

(S) 


Ï 
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se réduira au compteur logarithmique 


(3) ES 
à l’aide duquel s'exprime la différence entre les deux entiers qui 


énumèrent les racines des deux équations 
(4) Z =, 


(1) Z 


= 0 ” 


correspondantes à des points singuliers renfermés dans l'aire S. 

‘Concevons à présent que le contour de l'aire S s’étende et se dilate, 
de manière à se transformer en un nouveau contour qui enveloppe le 
premier ge toutes parts. L’aire S croîtra, et sa variation AS sera une 
nouvelle aire renfermée entre les deux contours. Si d’ailleurs une 
fonction Z, monodrome et monogène dans toute l'étendue de l'aire 4S, 
conserve une valeur finie en chaque point de chaque contour, à la 
variation AS de l'aire S correspondra une variation A(S) de l’inté- 
grale (S), et cette dernière variation dépendra uniquement de la 
fonction Z et de la position des points singuliers renfermés dans 
l’aire AS. Alors aussi le rapport 


A(S) 
Ï 


sera ce que nous nommerons le résidu intégral de la fonction Z relatif 
à l’aire AS. | 
Les définitions précédentes étant admises, si l’on décompose l'aire S 
ou AS en éléments finis ou infiniment petits, mais tels que la fonction Z 
conserve en chaque point de leurs contours une valeur finie, le résidu 
intégral É 
, A(S) 


ou EU AE 


sera la somme des résidus partiels correspondants à ces divers élé- 
ments, et, si les éléments sont choisis de manière que chacun d’eux 
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ne renferme jamais plus d’un point singulier, un résidu partiel, quand 
il ne s'évanouira pas, sera un résidu relatif à un seul point singulier, 
par conséquent une quantité qui dépendra uniquement de la fonc- 
tion Z et de l’affixe de ce point. Cela posé, on pourra dire que le résidu 
intégral relatif à une aire donnée est la somme des résidus partiels rela- 
üfs aux divers points singuliers que renferme cette aire. 

Comme on le voit, dans cette nouvelle théorie des résidus, la consi- 
dération des développements en séries.est entièrement mise à l'écart 
et remplacée par la notion fondamentale de l'intégrale f2 dz étendue 
à tous les points situés sur le contour d’une certaine aire, de cette 
même intégrale sur laquelle j'ai appelé l'attention des géomètres dans 
le Mémoire lithographié du 27 novembre 1837 (!). D'ailleurs cette 
notion se trouve maintenant complétée par la condition à laquelle 
J'assujettis la fonction Z, en supposant que cette fonction est tout à la 
fois monodrome et monogène, et l’on reconnait ici combien il est 
utile de définir neftement les fonctions de quantités géométriques, 
ou, en d’autres termes, les fonctions de variables imaginaires, en dis- 
tinguant non seulement les fonctions monodromes des fonctions non 
monodromes, mais aussi les fonctions monogènes des fonctions non 
monogènes. 

Lorsque l’on adopte les définitions ci-dessus proposées, et que 
l’aire S se réduit à celle d’un cercle dont le pôle est le centre, le 
résidu intégral 

(S) 
I 
se réduit à la moyenne isotropique 


x : AL (72) 


du produit Zz considéré comme fonction de s. 
Si l'aire S est celle d'un cercle qui ait pour centre le point dont 
l’aflixe ‘est c et pour rayon r, on devra évidemment, dans l’expres- 


(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XV. 
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sion (5), substituer à la variable 3 la quantité 
(6) | sc; 


le module de € étant le‘rayon r, et alors le résidu intégral ia sera la 


moyenne isotropique 
or ob (2) 


du produit ZŸ considéré comme fonction de Æ 
Si d’ailleurs on suppose 


(8) À LE 


c désignant une constante, et f(z) une fonction de z qui demeure 
monodrome, monogène et finie dans toute l'étendue de l'aire S, on 


aura | 
Zé=f(z)=f(c+ê); 
par conséquent l’expression (7) sera réduite à la moyenne isotro- 
pique : | 
(9) \b f(c+6); 


et, comme, sans altérer cette moyenne, on pourra faire décroitre 
indéfiniment le rayon du cerele que l’on considère, ou, en d’autres 
termes, le module de €, elle ne pourra différer de la quantité f(c) 
avec laquelle on la fait coincider en posant © — o. Donc, en suppo- 
sant la fonction Z déterminée par la formule (8), et le point dont c 
est l’affixe intérieur à l’aire S, on aura, si la fonction f(z) est mono- 
drome, monogène et finie dans toute l’étendue de l'aire S, 


(10) ee): 


NEPAL SUR # à “ A A ‘ ’ ‘ 
‘% * * L 2 | Se dE Le , - Le 2 
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$ II. — Équations fondamentales. 


Soient, comme dans leS I, 


S et AS une aire plane et l'accroissement de cette aire compris entre 
deux contours, l’un intérieur, l’autre extérieur; 

5 l’affixe d’un point qui se meut dans le plan de l'aire S: 

Z une fonction de : qui, toujours monodrome et monogène dans toute 
l'étendue de l'aire S, conserve une valeur finie en chaque point de 
l’un et l’autre contour; | 

(S) et A(S) l'intégrale {2 dz étendue, suivant les principes posés 
dans le $ I, au contour entier de l’aire S, et la variation de cette 
intégrale correspondante à la variation AS de cette aire. 


Concevons d’ailleurs que, pour rendre les notations plus précises, 
on.nomme 


u, v les affixes de deux points mobiles assujettis à déérire les deux 
contours qui limitent intérieurement et extérieurement l’aire AS; 
U, V ce que devient Z quand on y écrit & ou + à la place de 3. 


La variation A(S) ne sera autre chose que la différence des intégrales 


[Vd, JUdu, 


étendues à tous les points des deux contours, ou, en d’autres termes, 


la différence entre les deux valeurs de l'intégrale 


(S)= fZas 
correspondantes à 
126 SU 
En conséquence, on pourra dire que « et # sont les deux limites de z 
dans la variation A(S), ce que nous indiquerons en écrivant ces deux 
limites au-dessous et au-dessus du signe A comme il suit : 
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Cela posé, le rapport 


sera le résidu intégral de Z relatif à l'aire AS, et si l’on nomme extrac- 


ton l'opération par laquelle on extrait de la fonction Z le résidu inté- 
gral relatif à une aire donnée, si d’ailleurs on indique cette opération : 


à l’aide de la lettre caractéristique d'; en écrivant cette lettre devant 
la fonction Z renfermée.entre deux crochets trapézoïdaux et en pla- 


cant au-dessous et au-dessus de la lettre à les deux limites de z, on 


aura 
A (S) 10 
(1) ME tt LC 
ou, ce qui revient au même, 
| ; JVde-— [Udu se 
(a+, I : are J (Z). 


Si l'aire S est comprise entre deux circonférences de cercle qui 


aient pour centre.commun le pôle, l'équation (1) donnera 


e 
D> | 
Q 
> 
CG”. 
N 
# 
n 
es 


ou, Ce qui revient au même, 


= 


(4) AL = otusET S (Z). 


su 


Comme on le voit, les équations fondamentales (1) et (3) se 
 déduisent immédiatement des définitions claires et précises que 


nous avons adoptées. Ajoutons que pour tirer de ces équations les” 


propriétés diverses des fonctions monodromes et monogènes, expli- 
cites ou implicites, leur décomposition en fractions rationnelles, leur 


transformation en produits composés d’un nombre fini ou infini de 
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facteurs, et leurs développements en séries périodiques ou non pério- 
diques, spécialement les théorèmes de Taylor, de Lagrange et de 
Paoli, avec les conditions sous lesquelles ces théorèmes subsistent, 
il suffit de s'appuyer sur le principe général énoncé dans le $ I, 
savoir que le résidu intégral relatif à une aire limitée'par un con- 
tour unique, ou comprise entre deux contours, équivaut à la somme 
des résidus partiels relatifs aux diverses parties de cette aire décom- 
posée en éléments et à la somme des résidus partiels relatifs aux 
points singuliers que renferme l'aire dont il s’agit. Ces points sin- 
guliers seront de deux espèces distinctes, si la fonction Z se pré- 
sente sous la forme d’un rapport, en sorte qu’on ait | 


k ) 
Z= = —; 
(9) F6 ) 
f(z), F(s) étant deux fonctions qui demeurent monodromes et mono- 


genes dans toute l'étendue de l’aire AS. Alors, en effet, on vérifiera 
l'équation 


Ll 
‘ (6) | FA — 0» 
soit en posant 
(7) MU AV A Emare 
soit en posant 
À I 
(8) Ï(3) ne 


et par suite l'affixe d’un point singulier pourra être racine ou de 
l'équation (7) ou de l’équation (8). Alors aussi la somme des résidus 
partiels relatifs aux racines de l'équation (7) ou de l'équation (8) sera 
ce que nous nommerons le résidh intégral de Z relatif aux racines de 
l’une ou l’autre équation, et ce que nous désignerons à l’aide de la 
notation 


les crochets trapézoïdaux étant appliqués ou au dénominateur ou au 
OEuvres de C.—S. I, t. XII. 26 
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f(s) 
F(=) 


fieront, ou l'équation (7), ou l'équation (8). Lorsque ces deux équa- 


> Suivant que les racines considérées véri- 


numérateur du rapport 


tions n’auront pas de racines communes, on aura évidemment 


3=v 3=0 


f(z) ci f à 
jo LE )- CFG) © F() 


su Sr 


_—) 


ù 
[l 
4 
= 


Pour montrer une application très simple des formules ici établies, 
considérons spécialement le cas où, F(z ) étant réduit à une fonction 
linéaire de 5, on aurait | a. 

‘ F(s)=:—", 
æ étant l’affixe d’un point renfermé dans l'aire AS. Alors le facteur Z 
étant de la forme | 


Hat: 
. 3—w 
l'équation (3) donnerait 
F0 MTS) f(z 
(0) ME = E (EE): 


par conséquent, eu égard à la formule (9) et à l'équation (ro) du ST, 


CT CRE CESSE 
De cette dernière formule on tire 


Gi. re =allo db . CG): 


puis, en init ontts elles les deux lettres 3 et w, 


.(13) fav es el dsl Eu ae 


Ajoutons que, si l'on nomme 
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les affixes des points singuliers renfermés dans l'aire 4$, c’est- 
à-dire les racines de l’équation 

! 


(14) | . | = ° 


— 


qui offrent des modules compris entre les rayons des deux cercles 
limitateurs, le résidu intégral 


Ê ° (f(w)) 
Coz—w 


WwW=uU 


composé de nid: partiels correspondants à ces racines, sera une 
somme de termes de la forme. 


(15 ) lb Fe Au LA À $ 


le module de € pouvant être supposé aussi petit que l'on voudra. Cela 

posé, l'équation (13) aura la vertu de transformer une fonction mono- 

drome et monogène quelconque f(3) de la variable : en une somme 

de moyennes isotropiques dans chacune desquelles la fonction sous 

le signe / sera proportionnelle à un rapport de l’une des trois formes 
Q u a 


(16) ; ; A 


V— 3 3—u 32—c—£& 


le die de z étant compris entre les modules de « et de », et le 
module de € pouvant être supposé infiniment petit. Or les dérivées de 
ces trois rapports différentiés une ou plusieurs fois par rapport à z, 
étant aussi bien que ces rapports eux-mêmes des fonctions ration- 
nelles, par conséquent-des fonctions monodromes et monogènes de z, 
on déduit immédiatement de la formule (13) la proposition suivante : 


TuéonèME. — Les dérivées des divers ordres de fonctions monodromes 
el monogènes d'une variable sont encore des fonctions monodremes et 


monogéenes. 


Au reste, les formules (1) et (13) étant pareilles à celles que 
nous avons déjà obtenues dans de précédents Mémoires, spéciale- 
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ment aux formules (15) et (20) du Mémoire sur l'application du 
Calcul des résidus à plusieurs questions importantes d'Analyse (voir 
le Tome XXXII des Comptes rendus, page 207) ('}, ilest clair que la 
nouvelle théorie, appuyée sur des bases dont la solidité est manifeste, 
reproduira les résultats déjà trouvés par moi-même ou par d’autres 
auteurs, par exemple les théorèmes énoncés à la page 212 et à la 
page 704 du Tome XXXII déjà cité (?). | 


289. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Addition au Mémoire sur les fonctions 


quadratiques et homogènes. 


C. R., T. XLIV, p. 416 (2 mars 1857). 


On a pu remarquer la facilité avec laquelle, des formules (3) et (4) 
du premier paragraphe (page 423.), se déduisent, dans le second, les 
théorèmes TI, IT, IT dont le premier est connu depuis longtemps, et 
dont le troisième était déjà énoncé dans le Mémoire sur l'équation qui 
determine les inégalités séculaires du mouvement des planètes. Ajoutons 
que la dernière partie du second théorème est une conséquence immé- 
_diate du troisième. En effet, deux racinés y,, y, de l'équation F — 0, 
qui comprennent entre elles une racine y’ de l'équation æ = 0, ne 
pourront évidemment devenir égales sans coïncider avec y’. Il y a 
plus : la formule (31) de laquelle se tire le second théorème, pourrait 
être déduite de la formule (26) par un raisonnement analogue à celui 
qui sert à démontrer le premier théorème (page 368), et, pour y par- 
venir, il suffirait de considérer les valeurs des variables &, 6, ..…, 
n, 9, correspondantes au cas exceptionnel où deux racines y,, y, sont 


(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. XI, p. 306. 
(2) Jbid., S. I, T. XI, p. 311 et 384. 


SE 
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égales, comme les limites de valeurs que ces variables acquièrent 
quand la différence y, — y, devient infiniment petite. 

Je remarquerai encore que la formule (25), avec le second théo- 
rème qui en est une conséquence immédiate, s'était déjà produite, 
démontrée il est vrai d'une autre manière, dans le Mémoire de 
M. Duhamel qui a pour titre : Sur le mouvement de la chaleur dans 


un système quelconque de points. 


284. 
CALCUL INTÉGRAL. — Memoire sur l'intégration d'un système 
d'équations différentielles. 
C. R., T. XLIV, p. 528 (16 mars 1857). 
Aujourd'hui absorbé par les préoccupations douloureuses qui le 


retiennent près du lit d’un frère bien-aimé, très gravement malade, 
l’auteur reproduira plus tard les résultats auxquels il est parvenu. 


C.R., T. XLIV, p. 595 (23 mars 1857). 

CaLcuL INTÉGRAL. — M. Aucusrin Caucuy présente à l’Académie la 
suite de ses recherches sur l'intégration d’un système d'équations 
différentielles. 

586. 
CALCUL INTÉGRAL. — Sur l'intégration des systèmes d'équations diffe- 


rentielles, et spécialement de ceux qui expriment les mouvements des 
astres. 
C. R., T. XLIV, p. 805 (20 avril 1857). 
Supposons données x équations différentielles entre r inconnuesæ, 
J,3,..., u,v, w et le temps z. Les valeurs de ces inconnues, fournies 
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par les intégrales générales de ces équations différentielles, seront 
des fonctions de # qui resteront m#onodromes et monogenes dans le 
voisinage d’une valeur donnée de #, si, dans ce voisinage, les déri- 
vées des inconnues sont elles-mêmes, en vertu des équations diffé- 
rentielles, des fonctions monodromes et monogènes de ces inconnues, 
et si, pour la valeur donnée de 4, ces dérivées ne s'évanouissent pas. 
I y a plus : dans le cas dont il s’agit, les valeurs des inconnues 
seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances entières et positives de la variation attribuée à #, pourvu 
que le module de cette variation ne dépasse pas une certaine limite 
supérieure. 

Ajoutons que les valeurs des inconnues, fournies par les intégrales 
générales, ne peuvent généralement vérifier, pour une même valeur 
de #, deux équations de condition qui ne renfermeraient aucune con- 
stante arbitraire. | 
= De ces principes appliqués au système des équations qui repré- 
sentent les mouvements simultanés de plusieurs astres, on conclut 
que les valeurs des inconnues comprises dans ces équations seront . 
généralement développables en séries ordonnées suivant les puis- 
sances entières et positives de #, dans le voisinage de toute valeur 
finie de # à laquelle correspondront des valeurs finies des inconnues, 
à moins que cette valeur ne fasse évanouir l’une des variables qui 
représentent les distances mutuelles des astres donnés. 

Toutefois les développements des inconnues en séries ordonnées 
suivant les puissances entières et positives du temps offrent l’incon- 
vénient très grave d'exiger, dans le cas même où 1ls sont convergents, 
des calculs très pénibles, vu que la convergence est très lente quand 
le temps a une grande valeur. Pour ce motif, il convient de substi- 
tuer au temps d’autres variables qui permettent d'obtenir à toutes les 
époques, et surtout pour de grandes valeurs de 4, des développements 
dônt la convergence soit assez rapide pour que les calculs puissent 
s'effectuer sans un immense labeur. On y parvient, dans le mouve-. 
ment elliptique, en considérant les inconnues qui déterminent l'or- 
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bite décrite par une planète autour du Soleil, ou par un satellite 
autour de la planète qu'il accompagne, comme fonctions d’une 
variable que nous appellerons la clef de l'orbite, et qui n’est autre 
chose que l’exponentielle trigonométrique dont l'argument est l’ano- 
malie moyenne. Comme on peut aisément le démontrer, les diverses 
inconnues, dans le mouvement elliptique, sont des fonctions mono- 
. dromes et monogènes de la variable qui représente la clef de l'orbite, 
dans le voisinage de toute valeur de cette variable qui a pour module 
l'unité. | | 

Dans le cas où l’on considère, non plus une planète tournant autour 
du Soleil, ou un satellite tournant autour d'une planète, mais plu- 
sieurs planètes circulant autour du Soleil, et un ou plusieurs satellites 
tournant autour de chaque planète, la première approximation donne 
encore pour chaque orbite une ellipse à laquelle correspond une clef 
spéciale. On peut d’ailleurs supposer que, dans chaque équation dif- 
férentielle, la fonction perturbatrice est multipliée par un coefficient 
que nous appellerons le régulateur, et qui passe de la valeur zéro à 
la valeur 1 quand on passe du mouvement elliptique au mouvement 
troublé. AE 

Cela dit, supposons toutes les inconnues développées suivant les 
puissances ascendantes du régulateur. Les premiers termes des déve- 
loppements, c'est-à-dire ceux que fournit la première approximation 
et qui répondent aux mouvements elliptiques, seront des fonctions 
monodromes et monogènes des clefs des diverses orbites-décrites par 
les diverses planètes autour du Soleil et par les divers satellites autour 
de leurs planètes. Ces premiers termes seront donc développables sui- 
vant les puissances entières positives, nulles ou négatives des diverses 
clefs. Je me suis demandé si les termes suivants n'étaient pas suscep- 
tibles, sous certaines conditions, de développements du même genre; 
et pour éclaircir cette question, j'ai soumis à l'analyse le problème 
qui consiste à déterminer les mouvements simultanés du Soleil, d’une 
planète et d’un satellite de cette planète circulant dans un même 
plan, de telle sorte que les orbites décrites par la planète autour du 
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Soleil, et par le satellite autour de la planète, soient à peu près cir- 
culaires. En supposant ma présomption fondée, je devais obtenir, 
pour les seconds termes des développements des inconnues, des fone- 
tions monodromes et monogènes des clefs des deux orbites. Or c’est | 
ce qui est effectivement arrivé. D'ailleurs la méthode qui m'a conduit 
à ce résultat peut s ‘appliquer à à la détermination des divers termes des 
développements des inconnues, aussi bien qu’à la détermination des 
seconds termes. Il y a donc lieu de croire que les grands problèmes 
de l’Astronomie pourront être traités avec succès par cette nouvelle 
méthode, qui d’ailleurs peut être utilement appliquéé à l'intégration 
d’un grand nombre de systèmes d'équations différentielles, et que je 
me réserve d'exposer, avec les développements qu’elle comporte, dans 
les prochaines séances. | | 


987. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les avantages que présente. “à emploi 


des rê ‘eulateurs dans l ATAIIRS mathématique. 


CRT acné p. 849 (27 avril 1857). 


Des principes sable dans les divers Méroires que j'ai publiés 
depuis 1831, résulte le théorème suivant : 


Taéorème L. — Scune fonction w de plusieurs variables 
DE LAS RUE, TS 


reste, par rapport à chacune d'elles, monodrome, monogène el Ji nie pour 
des modules de ces variables inférieures à des limites données, elle sera, 
pour de tels modules, développable en une série multiple, ordonnée sur- 


ant les puissances ascendantes et entières de ces mêmes variables. 


Un artifice de caleul, auquel il est souvent utile de recourir, permet 
non seulement de réduire la série multiple à une série simple, mais 
encore de calculer avec facilité’les divers termes. Get artifice con- 
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| 2 siste à multiplier chacune.des variables que éomprend la fonetion 
| | donnée w par une variable auxiliaire 0, que l’on fait passer de la 
| limite zéro à la limite 1. La ‘fonction ainsi transformée peut être con- 
| 5 sidérée comme une fonction de 0. Si d’ailleurs on désigne à l’aide de 
HN . la lettre caractéristique A et de ses puissances entières {?, 4’, 
© ce que deviennent, quand la variable 0 s’évanouit, les dérivées dé a 
fonction w transformée comme on vient de le dire et différentiée une 


| 
| 

| 

| | ‘ou plusieurs fois par rapport à 0, on reproduira la fonction w en la 
| | multipliant par l'exponentielle symbolique eÂ, en sorte qu'on aura 
| identiquement 

| 


2, 3 
(1) o = elo = 40 + 40 + LE + vd 


Ajoutons que, dans la formule (1), on ne devra pas remplacer 4° par 
‘l'unité, attendu que À °w représentera, non la valeur générale de la 
“fonction ©, mais la valeur pee qu’elle acquiert quand les 

variables | 


|  s’évanouissent simultanément. 
“Les divers termes que comprenait le développement de w en série 
| … multiple ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables æ, 
| Y, 3, ... se trouvent réunis par groupes dans le‘dernier membre de 
la formule (1), où la somme des termes que renferme | un seul groupe 
est représentée par une expression de la forme 


LL 


La variable auxiliaire 0, qui a été transitoirement introduite dans le 
calcul, mais qui à fini par disparaître ef que ne renferme plus la for- 
mule (1); a servi à régler la répartition opérée des divers termes de 
la série multiple entre les divers groupes, par conséquent entre les 
divers termes-de la série simple; et c'est pour ce motif que nous don- 
nons à cette variable le nom de régulateur. | 

| ; Au reste, pour que la formule (1) subsiste, 1 n’est pas absolument 


2 
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nécessaire que la fonction des variables +, y, 3, 4) représentée 
par w, soit monodrome, monogène et finie par rapport à chacune 
d'elles, pour tous lès modules inférieurs à ceux que l’on assigne à 
la variable, et l’on peut évidemment énoncer la proposition suivante: 


Tuéorème IL — Pour qu'un régulateur Ÿ permette de developper une. 
fonctioi w'en une série simple, ul suffit que l'introduction de ce régula- 
teur dans la fonction donnee la transforme en une fonction, de Ÿ qui . 

reste monodrome, MOROGÈRE: el fi nie pour tout 1 modute de 0 inférieur à 


l'une : ‘ 


Il pourra d’ailleurs arriver que le développement fourni par l'intro: 
duction du régulateur reste convergent dans des cas où le développe- 
ment ordonné suivant les puissances ascendahtes d'une: variable x, 
où y, où 5, .… deviendrait divergent. 

La formule * ) continuerait évidemment de subsister sous la condi- 
tion-indiquée par lé théorème H, si la fonction donnée w renférmait 
avec les variables æ, y, z, .. divers paramètres a, 6, y: :., et srlé 
régulateur 0 était introduit dans la fonction comme multiplicateur, 
.non plus des variables æ, y, z, :.., mais des paramètres LD Vs ses : 
ou de quelques-uns d'entre eux. ïl ya plus : on peut considérer 
comme régulateur toute variable auxiliaire que l’on introduit dans 
une fonction w, en assujettissant cette variable à la seule condition 
que la fonction reprenne, pour 0 — r, la valeur assignée. Le choix à 
faire de ce régulateur mérite une attention spéciale, puisque de ce 
choix dépendent tout à la fois et l'existence de la formule (1) et la 
convergence plus ou moins rapide .de la série qui représente dans 
cette formule le développement de w. 

: L'intervention des régulateurs et de la formule (1) peut être appli- 
quée avec succès à la détermination des fonctions implicites aussi 
bien qu'à celle des fonctions explicites. | 

Effectivement, considérons une ou plusieurs inconnues assujetties 
à vérifier ou des équations finies, ou des équations différentielles 


données, ôu même des équations aux dérivées partielles. Ces incon- 
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nues seront généralement des fonctions des variables et des para- 
mètres renfermés dans les équations dont il s’agit. Si d’ailleurs on 
ne peut arriver à obtenir les valeurs des inconnues ‘en termes finis, 
on devra chercher à développer ces valeurs en séries convergentes. On 
y parviendra pour l'ordinaire à l’aide de la formule (1),-en suivant da 
marche que nous allons indiqüer. | 

Il arrive. très souvent qu 1l devient facile d’ assigner les valeurs 
qu ‘acquièrent les inconnues pour des valeurs. particulières de para- 
mètres compris dans les équations données ou dans leurs intégrales. 
Alors on pourra prendre pour régulateur une variable auxiliaire 0, 
par laquelle on multipliera ces paramètres. Ainsi, par exemple, en 
Astronomie, quand il s’ ägira de déterminer les coordonnées de l'or- 
bite qu’une planète décrit autour du centre du Soleil, on pourra 
prendre pour régulateur une variablé 0 par laquelle on multipliera 
les masses perturbatrices, et même, si l’on veut, les’ excentricités des 
diverses orbites. Cela posé, les développements que fournira la for- 
mule (1) auront pour premiers termes les valeurs des coordonnées 
dans une première approximation, c’est-à-dire dans le mouvement 
elliptique, ou même dans le mouvement circulaire d’une planète qui 
tournerait seule autour du Soleil. te È 
* Ajoutons que si un même paramètre reparaît à diverses places, soit 
dans les premiers membres des équations données, soit dans les inté- 
grales de ces équations; on pourra le supposer multiplié par le régu- 
lateur, non dans toutes les places dont il s’agit, mais.seulement dans 
‘quelques-unes de ces places. Cette remarque est importante, comme 
nous le verrons plus tard, et permet de simplifier notablement la 
-solution des problèmes que présente l’Astronomie mathématique. 

Remarquons enfin que, dans un grand nombre de cas, il peut être 
utile d'employer successivement ou même simultanément, deux, trois, | 
quatre, ..., régulateurs distincts. 

Si, pour fixer les idées, on emploie, outre le régulateur 0, un autre 
à régulateur n, alors, en appliquant les deux régulateurs à la détermi- 
nation de w, et nommant à ce que devient: Â quand on passe du pre- 
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_mier ‘régulateur au second, on obtiendra, au lieu de la Ne (1 , la 


suivante : à 
l'a ; wo = +. 
288. 
ASTRONOMIE MATHÉMATIQUE. — Méthode nouvelle pour la détermination 


du mouvement des astres.. 


“LCR, T. XIV, p.857 C7 avril 1857). 


: Pour calçuler les mouvements des astres dont se compose notre 
système planétaire, savoir le mouvement des planètes autour du 
Soleil et des satellites autour des planètes, j'aurai recours à des ap- 
proximations successives. Je prendrai pour inconnues les distances 
des planètés au Soleil.et des satellites d’une planète à cetté planète 
même, ou plutôt les coordonnées relatives qui expriment les projec- 
tions algébriques de ces distances sur trois axes fixes rectangulaires. 
Alors, la dérivée du second ordre de chaque inconnue: différentiée 
deux fois par rapport au temps se composera de deux parties, dont. 
l’une se rapportera au mouvement elliptique, l’autre étant la fonction 
perturbatrice. D'ailleurs, je développerai chaque inconnue en une 
série simple ordonnée suivant. les puissances ascendantes d’un régu- 
lateur 0, par lequel je multiplierai toutes les fonctions perturbatrices, | 
et que, je réduirai définitivement à l'unité. Cela posé, © étant l’une 
quelconque des inconnues, et À la lettre caractéristique qui corres- 
pond au régulateur 0, j'aurai 


À? © À? 6) 


I = ÀA°0 + AO RE 
G) juéne pr TS UT. 
Le premier terme 
« As A° 0) 


de cette série sera la valeur de-w qui correspond au mouvement ellip- 
tique. 


EXTRAIT N°588. +488 : 
Ce n'est pas tout : on peut très aisément déduire le mouvement 
elliptique lui-même du mouvement circulaire. En effet, considérons 
une planète dont la distance au Soleil ne puisse ni croître, ni décroitre 
indéfiniment ; cette distance 7 étant alors nécessairement comprise 
entre deux limites, l’une supérieure, l’autre inférieure, nommons à 
la demi-somme de ces limites, et € le rapport de leur demi-différence 
‘à leur demi-somme; a sera ce qu'on nomme la distance moyenne, 
€ cé qu'on nomme l’eæcentricité de l'orbite, et la différence entre le 
rapport : et l’unité, étant numériquement inférieureà e, sera le pro- 
duit de « par une quantité numériquement inférieure à l'unité. Cette 
quantité sera donc.le cosinus d’un certain angle d, qu'on nomme 


l'anomalie excentrique, en sorte qu’on aura 
Gare pes at c pos). 
Il est aisé d'en conclure que Ÿ est lié à 4 par une équation de la forme : | 
(3) su ë ne : 

T étant une fonction linéaire de L: qu’ on. nomme | anomalie moyenne, 
. en sorte qu’ on a 


ee . as 8 : 
(4) HR | Dar ce pen Lee 1 cos 
# désignant une constante qui représente la vitesse angulaire moyenne. 
Cela posé, pour déterminer les coordonnées de la planète dans le mou- 
vement elliptique, et même pour les exprimer en termes finis, il suffira 
de substituer à la variable indépendante 4 l’exponentielle trigonomé- 
trique 4 à pour argument l’anomalie moyenne d, en posant 


(5) fn toner 

et d'introduire dans les‘équations du mouvement un nouveau régula- 
teur n considéré comme multiplicateur de l’excentricité &. En dési- 
N $ FPT ERT ue KR x 

gnant par © la lettre caractéristique relative à ce nouveau régulateur, 
et nommant y une inconnue quelconque, on aura 


(6) u — y — dou + du + 
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et cette dernière formule, appliquée : à la détermination des coordon- : 
nées, donnera simplement 


LA AR w EEE 


© étant alors une quantité constante. 

J'ajouterai que la formule (6) fournit le développement en série 
simple de chacun des termes compris dans le second membre de la 
formule (1), quand on considère le régulateur ñ comme multiplica- 
teur, nôn seulement de l’excentricité € de l'orbite de l’astre dont on 
cherche les coordonnées, mais encore des excentricités £;, €», ... des 
autres orbites. Alors, en nommant 


U2R Vo, Us, 


ce que devient Ÿ quand on passe de la première orbite aux autres, et 
»n prenant pour variables indépendantes b, 4, L,, ..., je déduis les 
_ variations des coordonnées d'équations à coefficients constants, du 
second et du troisième ordre, qui paraissent dignes de remarque. 
Dans un prochain article, je dohnerai ces équations et je rechercherai 
si lon peut toujours développer leurs intégrales en séries de termes 
proportionnels à des produits de la forme | 


(87 D dre RU 


_h, k, 1... étant des quantités entières, et 6, 6,, 6, ... les sxpornene 
tielles eat ie qui ont pour arguments les anomalies excen- 
_triques. Si, d’ ailleurs, on pose 


L 
>Ti “ 
Er AT. ï nr 


s sera la clef de l'orbite de la planète dont la distance moyenne au 
Soleil est représentée par a, et si l’on nomme 5s,, s,, ... les clefs des 
autres orbites, le produit (8) pourra toujours être développé suivant 
les puissances ascendantes et descendantes des clefs 


Enfin, après avoir discuté la question relative au développement 


. EXTRAIT Ns 589. | + 455 
des coordonnées des divers astres en séries ordonnées suivant'les 
puissances ascéndantes et descendantes des clefs des diverses orbites, 
je rechercherai les conditions de convergence des séries obtenues, 
lesquelles seront aussi évidemment les conditions de stabilité du sys- 


tème planétaire. 


289. 
ASTRONOMIE MATHÉMATIQUE. — Sur l'emploi des régulateurs 


en Astronomie: 


C. mL XLIV, p. 896 (4 mai 1857). 


J'ai indiqué dans la séance précédente les avantages que présente 
l'emploi des régulateurs dans l'Analyse mathématique. J'ajouterai que 
l'on peut supposer développés suivantles puissances ascendantes d’un 
régulateur donné, non seulement les variables, mais encore les para- 
mètres que.renferment les équations données, finies ou différentielles, 
ou même aux dérivées partielles. Gette dernière remarque permet, 
dans un grand nombre de questions, et particulièrement en Astrono- 
mie, de rendre monédromes et monogènes les variations des divers ’ 
ordres d'i inconnues développées en séries suivant les puissances ascen- 
dantes d’un même régulateur. Ainsi se trouve résolue la question sou- 


© levée dans mon dernier Mémoire, relativement à la possibilité de dé- 


velopper les coordonnées qui déterminent les orbites des planètes 
tournant autour du Solei}, ou des satellites tournant autour des pla- 
nètes, suivant les puissances ascendantes ét descendantes des expo- 
nentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies 
excentriques ou les anomalies moyennes, ef par suite suivant les 
puissances ascendantes et descendantes des clefs des orbites. C’est ce 
que j raprel plus au long dans un prochain Mémoire. | 


ee 
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SÉANCE DU: LUNDI 25 MAI 1857. 


PRÉSIDENCE DE M. PONCELET. 


En l'absence de M. Isidore Geoffroy-Saint-Hilaire, appelé à présider 
la députation qui assiste aux funérailles de M. Augustin Cauchy, 


M. Poxcezer ouvre la séance à 3"30". 


« M. Poncelet annonce la perte douloureuse, inopinée et irrépa- 
rable pour la Science, que vient de faire l’Académie dans la personne 
de l’un des plus illustres géomètres de notre époque, et dont le mer- 
veilleux talent d'analyse s’est tour à tour exercé avec succès sur les 


questions les plus variées des Mathématiques pures et des Mathéma- 


tiques appliquées à la Mécanique, à la Physique et à l’'Astronomie. » 
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